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1 Einleitung

In vielen Bereichen kénnen Computermodelle bei der Priadiktion der Auwirkungen bestimmter Fak-
toren, bzw bei der Diagnose der Ursachen eingetretener Zusténde - seien sie gut oder schlecht - helfen.
Dabei besteht eine Art Dreiecksbeziehung zwischen dem was beobachtbar ist, dem was unbekannt
und aufgrund der beobachteten Grossen zu ermitteln ist und Einflussgrossen die in dieses Verhlt-
nis hineinspielen die aber z.T. nicht einmal klar zu benennen sind und deren Einfluss als zuféllige
Schwankung (“Rauschen”) erscheint. Kénnte man die letzte Gruppe beliebig zugunsten der ersten
verkleinern, so miissten sich potentiell bessere, ja (fast!) perfekte Vorhersagen machen lassen. Jedoch
ergibt sich dadurch auch ein entsprechend komplexes System, in dem ja nicht nur die Einflussgréssen
als solche zu benennen sind sondern auch ihre genauen Wechselwirkungen untereinader beschrieben
werden miissen. Es ist in der Praxis weder moglich alle Einflussfaktoren und deren Wechselwirkun-
gen zu kennen, noch wire ein solches System von seiner Komplexitét her handhabbar. Daher werden
Methoden benétigt, um mit den resultierenden Unsicherheiten verniinftig umgehen zu koénnen. Ei-
ne Moglichkeit hierzu bieten Probabilistische Methoden, die solche Unsicherheiten in der Form von
(bayes’schen) Wahrscheinlichkeiten modellieren. Dieses soll angefangen bei einem einfachen Beispiel
erldutert werden. Schritt fiir Schritt wird dabei eine Methode herausgearbeitet die fiir die speziellen
Anforderungen dieser Arbeit als besonders geeignet erscheint.

2 FEin einfaches Modell
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Abbildung 1: Schalter-Lampe-System

Erkenntnisse iiber die Welt oder einzelne Teilbereiche (Teilsysteme) resultieren oft aus der Beob-
achtung dieser Systeme. Beobachtet werden dabei einzelne Ereignisse, die einer Menge (theoretisch)
moglicher Ereignisse, dem Ereignisraum 2 entspringen.

!Zumindest in der Quanten-Theorie ist der Zufall grundsétzlich nie ganz zu beseitigen



Ein einfaches Beispiel ist ein System bestehend aus einem Schalter, einer Stromquelle, einer Lampe
und den verbindenden Kabeln (siche Abbildung 2). Die zu beobachtenden Ereignisse kénnen mithilfe
bestimmter Merkmale erfasst werden. So kann im vorliegenden Beispiel z.B. beobachtet werden:

e die Stellung des Schalters
e ob die Lampe leuchtet oder nicht leuchtet

Damit wird bereits eine Auswahl der (vermeintlich) relevanten Merkmale getroffen, denn genauso-
gut hétten auch noch weitere oder ganz andere Merkmale z.B. beziiglich der Stromquelle oder der
Kabel erhoben werden koénnen. Ein Merkmal teilt die Ereignisse in bestimmte Zusténde aus einer
merkmalsspezifischen Zustandsmenge ein. Das Merkmal Schalterstellung (kurz: Schalter) z.B. hat die
Zustandsmenge { “an”,”aus” }, das Merkmal Lampe besitzt die Zustandsmenge { “leuchtet”,”leuchtet
nicht” }. Diese Einteilung der Zusténde erscheint zwar recht naheliegend, dennoch ist auch sie im allge-
meinen Ergebnis einer Festlegung, die auch anders hétte vorgenommen werden kénnen. Zweckméfiger
Weise sind die Zustédnde eines Merkmals so gewéhlt, dass sie umfassend sind, d.h. das es fiir jedes Er-
eignis auch einen Zustand aus der Zustandsmenge dieses Merkmals gibt. Zudem sollten die Zustédnde
eines Merkmals disjunkt gewéhlt werden. Ist die Zustandsmenge eines Merkmals sowohl umfassend
als auch disjunkt, so tritt zu einem bestimmten Zeitpunkt immer genau ein Zustand ein. Die beiden
hier genannten Zustandsmengen sind ausserdem diskret, d.h. es werden bestimmte Kategorien wie
“an”, “aus” / “leuchtet”, “leuchet nicht” gebildet. Es sind aber auch Merkmale mit kontinierlichen
Zustandsmengen (kurz kontinuierliche Merkmale) denkbar. So hitte z.B. ein Merkmal Helligkeit ge-
messen in Lux erhoben werden konnen, das Zustdnde aus der Menge der positiven reellen Zahlen
(RT) annehmen kann. Durch eine Diskretisierung kann ein solches Merkmal in ein diskretes Merkmal
iiberfithrt werden. So héitte das Merkmal Lampe aus dem Merkmal Helligkeit durch Festlegung einer
Helligkeitsgrenze zur Differenzierung der Zusténde “leuchet” und “leuchtet nicht” gewonnen weden
kénnen. Im Folgenden werden vorerst nur diskrete Merkmale behandelt.

Beziiglich unterschiedlicher Merkmale kann theoretische jede Kombination von Zustdnden eintre-
ten. Das wéren im hier angefiihrten Beispiel:

e Schalter an und Lampe leuchtet
e Schalter aus und Lampe leuchtet nicht

e Schalter an und Lampe leuchtet nicht (Fehlerfall, z.B. Lampe, Schalter, Stromquelle oder
Kabel defekt)

e Schalter aus und Lampe leuchtet (Fehlerfall, z.B. durch Kurzschluss im Schalter)

Fine solche Kombination von Zustédnden mehrerer Merkmale wird im weiteren als Zustandskonfigura-
tion bezeichnet. Ohne die beiden Fehlerfiille bestiinde ein deterministischer Zusammenhang zwischen
den beiden Merkmalen Schalter und Lampe: Immer wenn der Schalter auf “an” steht leuchtet die
Lampe, dagegen leuchtet sie nie, wenn er auf “aus” steht. Wenn die genannten Fehlerquellen die
einzigen Griinde fiir eine Abweichung von dieser “Regel” darstellen, kénnte prinzipiell ein deter-
ministischer Zusammenhang angenommen werden, wenn weitere Merkmale zur Beschreibung der
Funktionstiichtigkeit aller Komponenten gebildet werden: Die Lampe leuchtet wenn der Schalter auf
“an” steht und alle Komponenten funktionieren oder der Schalter auf “aus” steht, ein Kurzschluss im
Schalter vorliegt und alle anderen Komponenten funktionieren. Das Problem hierbei ist hauptséchlich
die Beobachtbarkeit der Merkmale, die sich auf die Funktionstiichtigkeit der Komponenten bezichen.



Bei praktisch allen “Real-Life-Problemen” ist es unmoglich alle Einflussfaktoren (Merkmale) zu be-
obachten oder auch nur prinzipiell zu wissen welche Einflussfaktoren iiberhaupt eine Rolle spielen.
Das gilt natiirlich insbesondere wenn menschliches Verhalten das System beeinflusst.

Damit bleibt eine Unsicherheit beziiglich des Zusammenhangs von Merkmalen. Wenn der Schalter
z.B. auf “an” steht leuchtet die Lampe meistens, machmal jedoch auch nicht. Um “meistens” und
“manchmal” genauer zu spezifizieren bietet sich die Verwendung von Wahrscheinlichkeiten an.

Ereignisse

Schalter an, —> X Xe— | Schalter aus,
Lampe brennt ~—="— ¢ Lampe brennt

X
Schalter an, _— »X )«\E Schalter aus, .
Lampe brennt nicht | ———»X X« Lampe brennt nicht

Ereignisraum €

Merkmal Schalter Merkmal Lampe
2] X
5 X
B P4
= Lampe
S5 brennt
A

Ereignisraum Q Ereignisraum Q

Abbildung 2: Merkmale teilen den Ereignsiraum auf
Die Wahrscheinlichkeitsrechnung basiert auf den Aziomen von Kolmogorov:

Axiom 1 Die Wahrscheinlichkeitsfunktion P(.) ordnet jedem Ereignis a des Ereignisraums ) eine
nicht reelle Zahl zwischen 0 und 1 zu

0<P(a)<1
Axiom 2 Der Ereignisraum Q umfasst alle méoglichen Ereignisse. Es gilt:
PQ) =1
Axiom 3 Fiir disjunkte Ereignisse a und b (a,b C Q) gilt:
P(avb) = P(a)+ P(b)

Aus den Axiomen folgt u.a., dass die Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Zusténde eines
Merkmals “1” ergibt. Z.B. sind P(Schalter = an) + P(Schalter = aus) = 1 und P(Lampe =
leuchtet) + P(Lampe = leuchtet nicht) = 1. Eine recht intuitive Veranschaulichung des Kon-
zepts (diskreter) Merkmale und der beschreibenden Wahrscheinlichkeiten bietet die Ubersetzung



von Wahrscheinlichkeiten in Fldchen innerhalb eines zweidimensional dargestellten Ereignisraums €.
Dieses ist in Abbildung 2 gezeigt. Der gesamte Ereignisraum 2 hat den Flicheninhalt 1 (entspre-
chend P(§) = 1). Die Wahrscheinlichkeiten fiir die vier Zustandskombinationen der Merkmale sind
der Abbildung zu entnehmen, ebenso wie die Wahrscheinlichkeiten fiir die nur nach einem Merkmal
unterschiedenen Ereignisse, die am Rand aus der Addition von jeweils zwei Wahrscheinlichkeiten
(Flachen) entstanden sind. Z.B. ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Lampe brennt und der Schal-
ter auf an steht P(Schalter = an, Lampe = leuchtet) = 0.49 und die Wahrscheinlichkeit, dass die
Lampe leuchtet (unabhéngig von der Schalterstellung) liegt bei P(Lampe = leuchtet) = 0.4905
(= 0.49 + 0.0005).

Schalter an | Schalter aus

0.5 0.5
Lampe 0.0005 | Lampe
brennt 0.49 brennt
0.4905 04995 | MMt
0.5095
01

Abbildung 3: Wahrscheinlichkeiten als Flichen

Man kann sich die Entstehung eines Ereignisses, also die Festlegung des konkreten Zustands so
vorstellen, dass jemand einen Pfeil auf die 2-Fliache wirft (Einige “Treffer” /Ereignisse sind in Abbil-
dung 2 zu sehen). Jeder Punkt der Fliche hat dabei die gleiche Chance getroffen zu werden? - der
Pfeil trifft jedoch mit Sicherheit genau einen Punkt in 2. Nun entspricht die Wahrscheinlichkeit eines
bestimmten Bereichs getroffen zu werden seiner Fliche (Fldche / Gesamtfliche). Angenommen es soll
eine Wette darauf abgeschlossen werden dass das néchste zu beobachtende Ereignis Schalter="an”
und (aber) Lampe leuchtet nicht ist. In Kenntnis der wahren Wahrscheinlichkeit 0.01 = 1% fiir dieses
Ereignis sollte man die Wette nur abschliessen, wenn der Gewinn mehr als das 100-fache des Einsatzes
betriigt. Genau durch dieses Beispiel ist der Nutzen von Wahrscheinlichkeitswerten in der Vorhersage
von Ereignissen begriindet. Der hier verwendete Bayes’sche Wahrscheinlichkeitsbegriff erlaubt genau
diese Interpretation. In der klassischen frequentistischen Sicht hat ein einzelnes Ereignis dagegen keine
Wahrscheinlichkeit. Wahrscheinlichkeiten beziehen sich hier immer auf Auftretenshiufigkeiten (engl.
“frequencies”) in einer Grundgesamtheit. Obwohl hier der Bayes’sche Wahrscheinlichkeitsbegriff An-
wendung findet soll in diesem Sinne im Folgenden als “wahre” Wahrscheinlichkeit die relative Auftre-
tenshdufigkeit von bestimmten Zustdnden bei unendlich vielen Versuchen (Ereignissen) verstanden
werden. Da unendlich viele Ereignisse nicht beobachtet werden kénnen sind die wahren Wahrschein-
lichkeiten nie genau bekannt und kénnen nur geschétzt werden. Dazu gibt es u.a. die Moglichkeit
einer subjektiven Schitzung aufgrund von Erfahrung, Wissen z.B. iiber Naturgesetze etc.. Auch die
Formulierung eines rein subjetiven “Glaubens” als Wahrscheinlichkeit ist in der bayes’schen Wahr-
scheinlichkeitslehre gestattet. Eine weitere Moglichkeit Wahrscheinlichkeiten zu schétzen besteht aber
natiirlich in der Auswertung von Daten, also einer Sammlung von Beobachtungen. Hierbei gehen die
klassische frequentistische und bayes’sche Wahrscheinlichkeitslehre konform. Zudem verdeutlicht sich

2ein Paradoxon der Wahrscheinlichkeitsrechnung mit kontinuierlichen Gréfilen besteht darin, dass die Wahrschein-
lichkeit fiir einen einzelnen “Punkt” eigentlich Null ist. Genauer wére daher hier: Gleich grofie Flachen haben die gleiche
Chanche getroffen zu werden



durch den Bezug auf Daten die innere Konsistenz der Berechnungen besonders gut.
Zur Vereinfachung der Schreibweise sei im Weiteren:

Lampe = leuchtet = L
Lampe = leuchtet nicht = Iy
Schalter = an = 5
Schalter = aus = 39

Desweiteren wird z.B. die Schreibweise Lampe=leuchtet bzw. Lampe=I[; mit l; abgekiirzt. Die Merk-
male Lampe und Schlater selbst werden mit L bzw. S bezeichnet. L und S stehen also als Platzhalter
fiir die moglichen Zustédnde I; und ls bzw. s1 und ss.

Realistischer als die eben beschriebene Wette wihre wohl z.B. eine Wette darauf, dass die Lampe
nicht angeht, wenn das néchste Mal mithilfe des Schalters von “aus” auf “an” geschaltet wird.
Die Schalterstellung “an” wird also zur Vorraussetzung gemacht. Diese Wahrscheinlichkeit sei mit
P(l3]s1) bezeichnet - es ist die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir Lampe “leuchtet nicht” gegeben der
Schalter steht auf “an”. Der Mogliche Ereignisraum wird sozusagen auf den Teilbereich verengt, der
mit der Vorraussetzung (Schalter = “an”) iibereinstimmt. Damit gilt:

P (lg, 81) 0.01

P(l = = = 0.02
(l2]s1) Plsy) 0 0.0

Definition 1 Fiir alle Wahrscheinlichkeitsrerechnungen gilt: 0/0 := 0
Definition 2 P(b) = 0= P(alb) =0
Satz 1 Satz von der bedingten Wahrscheinlichkeit:

P(a,b) = P(alb) - P(b) (1)

Mit den Definitionen 1 und 2 folgt auch:

Angenommen es wurden 2000 Ereignisse beziiglich der Merkmale Lampe und Schalter beobachtet.
Die Anzahlen der verschiedenen Zustidnde / Zustandskombinationen dieses Datensatzes D(L,S) sei
mit folgende Tabelle gegeben:

D(L,S) Lampe= Lampe=
leuchtet (I1) leuchtet nicht (I3) >
Schalter=an (s;) 980 20 1000
Schalter=aus (s3) 1 999 1000
> 981 1019 2000

Tabelle 2: Beobachtungshdiufigkeiten (Datensatz D(L,S))



Der Einfachheit halber sind diese Daten so gewéhlt, dass sie die hier vorgegebenen wahren Wahr-
scheinlichkeiten perfekt wiederspiegeln (jeder Wert durch die Gesamtanzahl 2000 geteilt ergibt wieder
die Werte aus Abbildung 2):

P(L,S) I Iy YL
51 980/2000 = 0.49 20/2000 = 0.01 0.5
S9 1/2000 = 0.0005 999/2000 = 0.4995 0.5
dYog 981/2000 = 0.4905 1019/2000 = 0.5095 1

Tabelle 2: Verbundwahrscheinlichkeitstafel P(L,S)

Es sei jedoch angemerkt, dass es hochst unwahrscheinlich ist bei 2000 Versuchen und gegebenen wah-
ren Wahrscheinlichkeiten aus Abbildung 2 genau diese Anzahlen zu erhalten®. Genau darin besteht

die Schwierigkeit der Schatzung der wahren Wahrscheinlichkeiten aus Daten.
Aus der Tabelle 2 lassen sich auch die bedingten Wahrscheinlichkeiten ableiten. Zunéichst fiir Lampe

bei gegebener Schalterstellung:
P(L|S)

ly

la

2L

S1
52

980/1000 = 0.98
1/1000 = 0.001

20/1000 = 0.02
999/1000 = 0.999

1
1

Tabelle 2: bedingte Wahrscheinlichkeitstafel P(L|S)

Und entsprechend fiir Schalter bei gegebenem Lampenzustand:

P(S|L)

I

lo

51
52

980/981 ~ 0.99898
1/981 ~ 0.00102

20/1019 =~ 0.01963
999/1019 ~ 0.98037

25

1

1

Tabelle 2: bedingte Wahrscheinlichkeitstafel P(S|L)

Auch fiir die bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt, dass sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die Zusténde
eines Merkmals unter gleichen Vorbedingungen (gegebene Merkmale) zu eins addieren.
Die Tabellen 2, 2 und 2 zeigen jeweils auch Randwahrscheinlichkeiten, die durch das Aufsummie-

ren (Marginalisieren) der Werte fiir die Zusténde eines Merkmals entstehen. So gilt z.B. P(L)

s P(L,S), P(S) =3, P(L,S) und >, ¢ P(L,S) = P(2) = 1. Dabei sind P(L) und P(S) die
sogenannten A-Priori- Wahrscheinlichkeiten (“unbedingten” Wahrscheinlichkeiten) der Merkmale L

3Man stelle sich vor, dass noch eine weitere Beobachtung hinzukommt, dann ist es hier schon aus numerischen
Griinden unmoglich die wahren Wahrscheinlichkeiten perfekt abzubilden



und S.

Definition 3 Marginalisierung dber das Merkmal B

P(A)=) P(A,B) = P(a;)=)» Plab;), Vi
B

Satz 2 Marginalisierungsregel:

P(A) = ) P(A,B)

Satz 3 Mehrfach-Marginalisierungsregel:

P(A) = Y Y P(A,B,C)=> Y P(A,B,C)=Y P(AB,C)
C B B C

B,C

Die Tafel P(L,S) beinhaltet alle Informationen iiber den Datensatz D(L,S) bis auf die Anzahl
der Beobachtungen N (der Datensatz D(L,S) kann aus P(L,S) erzeugt werden indem alle Werte
mit N = 2000 multipliziert werden). Die Tafeln P(L|S), P(S|L), P(L) und P(S) beinhalten jeweils
nur einen Teil der Informationen, die nétig wiren um D(S|L) zu rekonstruieren. Nach Satz 1 gilt
aber P(L,S) = P(L|S) e P(S) und P(L,S) = P(S|L)e P(L).

Die Multiplkation von Tafeln “o” ist wie folgt definiert:

Definition 4 Multiplikation von Wahrscheinlichkeits-Tafeln:
P(A,B) = P(AB)e P(B) = Pla,by) = Plailb) P(b;), Vi

Entsprechend gilt fiir die die Division:

Definition 5 Division von Wahrscheinlichkeits-Tafeln:

P(ai,bj) 0
P(b;)

P(A|B):M = P(ailbj) =

P(B) Vij, =:=0

Insbesondere die Rekonstruktion von P(L, S) aus den Tafeln P(S) und P(L|S) kommt der mensch-
lichen Intuition entgegen, da die Schalterstellung als urséchlich (kausal) fiir den Lampenzustand an-
gesehen werden kann. So enthélt P(L|S) “Regeln” der Form: “Wenn der Schalter sich in Position s;
befindet, dann ist die Lampe mit einer Wahrscheinlichkeit von P(l;|s;) im Zustand [;”. Problemati-
scher ist allerdings oft die Angabe der A-Priori-Wahrscheinlichkeiten (hier fiir fiir P(S)). Auch kann
nicht in allen Féllen eine Kausalitéit in der Abhéngigkeit zwischen Merkmalen vorausgesetzt werden.
Diese Probleme sollen zunéchst aber noch vernachléssigt werden.



Damit ist mit P(S) und P(L|S) ein Wahrscheinlichkeitsmodell fiir das “Schalter-Lampe-System”
aufgestellt. Es gibt verschiedene Informationen die dieses Modell zu liefern vermag: Neben den A-
Priori-Wahrscheinlichkeiten P(S) (direkt gegeben) und P(L) (= > ¢ P(S, L)) ist es von besonderem
Interesse die A-Posteriori- Wahrscheinlichkeitsverteilung eines Merkmals zu ermitteln, also die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung die sich ergibt nachdem Informationen (Beobachtungen) iiber die Zusténde
vom anderen Merkmalen vorliegen. Solche Informationen werden im Folgenden als Fvidenz bezeich-
net; die Berechnung der A-Posteriori-Wahrscheinlichkeitsverteilungen als Inferenz. Die Wahrschein-
lichkeiten dafiir, dass die Lampe leuchtet bzw. nicht leuchtet wenn der Schalter auf “an” bzw. “aus”
steht ist ja mit P(L|S) direkt gegeben. Nicht sofort ablesen kann man dagegen z.B. die Wahr-
scheinlichkeit dass der Schalter wirklich auf “aus” steht wenn nur bekannt ist, dass die Lampe nicht
leuchtet (P(sz2|l2)). Aus den beobachteten Daten ist ersichtlich dass diese Wahrscheinlichkeit bei
999/(999 + 20) ~ 0.9804 liegt. Es fehlt aber noch eine Berechnungsvorschrift fiir P(S|L) aus P(S)
und P(L|S).

Satz 4 Benutzt man die Sditze 1 und 2 so erhdlt man die Bayes’sche Formel:

P(L|S)P(S)

P(SIE) = e

wobei gilt:

P(L)=) P(L,S)=>_ P(L|S) e P(S). (4)
S

Fin besonders Intuitive veranschaulichung der Abhéngigkeits-Beziehungen zwischen Merkmalen
bietet die Darstellung als Graph. Dabei bilden die Merkmale die Knoten, wéhrend eine kausale
Abhéngigkeit durch eine gerichtete Kante von der Ursache auf die Wirkung dargestellt wird. Der
in Abbildung 2 dargestellte Graph zusammen mit den Wahrscheinlichkeitstafeln P(S) und P(L|S)
bilden bereits ein sehr einfaches Probabilistisches Netz (PN).

Abbildung 4: Schalter-Lampe-PN;
Wahrscheinlichkeiten  fiir Schalter=aus,

pe=leuchtet nicht

Schalter

an

aus

0.5000
0.5000

v

Lampe

leuchtet

leuchtet_nicht

0.4990
0.5010

Schalter

an

*

0

Lampe

leuchtet

leuchtet_nicht

0.0010
0.9990

links: A-Priori- Wahrscheinlichkeiten,

rechts:
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Schalter

an

aus

0.0196
0.9804

v

Lampe

leuchtet

0

mitte:

A-Posteriori-

A-Posteriori- Wahrscheinlichkeiten  fiir Lam-



3 Probabilistische Netze

Lampe (==
Pix.Paix
Lampe =
Schalter |euchtet leuchtet_nicht
an 0.49 0.01
aus 0.0005 049495 =
. e
Schater Lampe
an 0.5000 ] leuchtet 04005
aus 0.5000 leuchtat_nicht 05095
Schalter [=[= Lampe ==
CFT CFT
Schalter 1= Lampe =
ah aLs Schalter |leuchtet |leuchtet_nicht
0.5 05 _IE‘ an 0.98 0.02
ul | » aus 0.001 0,993 =
apphy done close 1] |LH
apply done close

Abbildung 5: Schalter-Lampe-PN; CPT’s fiir die Knoten Schalter und Lampe (unten), sowie die
Verbundwahrscheinlichkeitstafel beider Knoten (oben)

Der am einfachen “Schalter-Lampe”-Beispiel veranschaulichte Ansatz lédsst sich nun auch auf kom-
plexere Zusammenhénge mit mehr Merkmalen ausweiten. Hierzu miissen aber einige Begriffe allge-

11



X={A,B,C,D,E, F}
PN ~ E={E' E2 E° E% E° E° }
EE2 CPT = { P(A), P(BIA), P(CIA), ... ., P(FID.E) }

4

Abbildung 6: Ein PN ist definiert durch seine Knoten, gerichteten Kanten und CPT’s

meingiiltiger und formaler definiert werden als das im letzten Abschnitt der Fall war.

Definition 6 FEin PN beinhaltet eine Anzahl von N > 0 Merkmalen. Die Gesamtheit aller
Merkmale sei mit X (Fettdruck fiir Mengen) bezeichnet. Die einzelnen Merkmale werden mit

X1 ..., XN bezeichnet. Vereinfachend werden aber auch weiterhin (diinngedruckte) Grossbuch-
staben wie A, B, C, ...zur Bezeichnung einzelner Merkmale in X verwendet.
X ={x! x% ... xV} (5)

Die Merkmale werden als Knoten in einem Graphen dargestellt. Die Begriffe Merkmal und Knoten
werden im Folgenden synonym verwendet.

Definition 7 Der k-te Zustand des i-ten Merkmals X' sei in Fortfiihrung der bisherigen Notation
mit :1:}C bezeichnet.

Definition 8 Fine direkte kausale Abhingigkeit zwischen zwei Merkmalen U und W wird
durch eine gerichtete Kante, die von der Ursache U auf die Wirkung W zeigt dargestellt.

Definition 9 FEin Pfad von A nach B ist eine Serie von Kanten, die von Knoten A (iber Zwi-
schenknoten) zu Knoten B fiihrt. Kantenrichtungen bleiben dabei unberiicksichtigt.
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Definition 10 FEin gerichteter Pfad ist ein Pfad bei dem nur gerichtete Kanten entsprechend
threr Richtungen “beschritten” werden.

Definition 11 Die Linge eines (gerichteten) Pfads ist die Anzahl der Knoten die besucht
werden.

Definition 12 FEin Knoten A heisst Elternknoten von Knoten B, wenn es eine gerichtete Kante
von A nach B gibt. Die Menge alle Elternknoten eines Knotens B wird mit Pa(B) bezeichnet.
Umgekehrt heisst B Kindknoten von A. Die Menge alle Kindknoten eines Knotens A wird
mit Ch(A) bezeichnet.

Definition 13 FEin Knoten A heisst Vorginger von Knoten B, wenn es einen gerichteten Pfad
von A nach B gibt. Die Menge aller Vorgénger eines Knotens B wird mit An(B) bezeichnet.
Umgekehrt heisst B Nachfolger von A. Die Menge aller Nachfolger eines Knotens A wird mit
De(A) bezeichnet.

Definition 14 Ein (gerichteter) Zyklus ist ein (gerichteter) Pfad der Linge L > 2 von Knoten
A zuriick zum Knoten A, wobei jeder Knoten des Zyklus’ genau einmal besucht wird - bis beim
Schlieflen des Zyklus’ A zum zweiten Mal erreicht wird (Fir die Linge eines zyklischen Pfads
zGhlt der Anfangs-/Endknoten nur einmal).

Definition 15 Fin Probabilistisches Netz wird definiert durch: 1. einen gerichteten azykli-
schen Graphen (DAG) G (dieser darf Zyklen jedoch keine gerichteten Zyklen aufweisen) und
2. den dazu passenden bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln P(A|P(A)) fir jeden Knoten A ge-
geben seine Eltern Pa(A) in G. Im Fulle eines elternlosen Knotens (Pa(A) = 0) ist die A-
Priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung P(A) anzugeben. Vereinheitlichend werden aber beide Typen
als CPT’s (“Conditional Probability Tables”) bezeichnet.

4 Abhingigkeitsstruktur

4.1 Realer / virtueller Datensatz

Im Abschnitt 2 wurden die CPT’s aufgrund eines Datensatzes mit 2000 Beobachtungen empirisch
bestimmt. Das einfache dort vorgestellte Schalter-Lampe-Modell erlaubt es die Beobachtungen aus
dem PN riickzurechnen, indem die Verbundwahrscheinlichkeitstafel fiir alle Knoten mit der Beob-
achtungsanzahl N = 2000 multipliziert wird.

2000 » P(L|S) & P(S)
— 2000 e P(L,S)
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Satz 5 Die Verbundwahrscheinlichkeitstafel aller Knoten kann tber die Kettenregel gewonnen
werden:

PX) = H P(X'[Pa(X"))

7

Lemma 1 Durch Vorgabe einer Beobachtungsanzahl N kann daraus ein virtueller Datensatz
DY mit N Beobachtungen erzeugt werden.

D' = P(X)e N

Die Tatsache, dass sich hier abhéngig von der Gesamtanzahl der virtuellen Beobachtungen N
eventuell nicht ganzzahlige “Beobachtungsanzahlen” fiir einzelne Zustandskombinationen ergeben
ist fiir die weitere Betrachtung unerheblich. Inwieweit DV mit einem gleichgrolen Datensatz D iiber-
einstimmt aus dem die bedingten Wahrscheinlichkeiten empirisch gewonnen wurden héngt davon ab
wie gut es dem PN gelingt die in D vorhandenen Abhéngigkeiten abzubilden. Welche Abhéngig-
keitsbeziehungen darstellbar sind wird durch die Netzstruktur bestimmt, von ihr héingt bei fester
Merkmalsmenge die Komplexitit des Modells ab.

Wiirde man aus dem Schalter-Lampe-Modell die (einzige) Kante Schalter — Lampe entfernen
so wiirde sich bei gleicher Datenlage die CPT des Knotens Lampe zu P’(L) = (0.4905,0.5095)
verdindern. Dann aber wiirde sich auch eine verinderte Verbundwahrscheinlichkeit P'(L,S) ergeben
(nach der Kettenregel aus Satz 5).

PI(L,S) = P'(L)eP(S)

. ll l2 o 51 05
~0.4905 0.5095 S2 0.5
| Iy
= s | 0.24525 0.25475 (6)

S9 0.24525 0.25475

Ganz offensichtlich ist P(L,S) # P'(L,S) d.h. dieses vereinfachte Modell ist nicht mehr in der Lage
die Daten abzubilden. Das liegt natiirlich daran, dass in diesem Modell L und S unabhdingig voneinan-
der sind. Diese Unabhéngigkeit ist dadurch gekennzeichnet, dass sich die Verbundwahrscheinlichkeit
P'(L,S) durch die Multiplikation der Einzelwahrscheinlichkeiten P’'(L) und P(S) ergibt, wihrend
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im abhéngigen Fall P(L,S) # P(L) e P(S5) gilt.

Definition 16 Zwei Merkmale A und B werden genau dann unabhingig genannt, wenn gilt:

P(A,B) = P(A)eP(B)

al 0.7000

A A B
a2 0.3000

al 0.7000 al 0.7000 bl 0.6000

a2 0.3000 a2 0.3000 b2 0.4000

B
bl 0.8400
b2 0.1600

B [ ©

bl 0.7200 cl 0.6800 cl 0.7220

© b2 0.2800 c2 0.3200 c2 0.2780

cl 0.7360
c2 0.2640

Abbildung 7: Verbindungstypen: links: seriell, mitte: divergierend, rechts: konvergierend

In einem komplexeren PN gibt es bedingte Unabhingigkeiten und bedingte Abhdngigkeiten. Um
dies zu verdeutlichen sollen nun die verschiedenen basalen Verbindungstypen untersucht werden.

4.2 Serielle Verbindung

In einer seriellen Verbindung von drei Knoten @ — — @ (siehe Abbildung 4.1 links) sind
A und C' abhingig, wenn der Zwischenknoten B unbeobachtet ist, werden jedoch unabhingig bei
gegebenem B.

P(A,C) # P(A)eP(C)
P(A,C|B) = P(A|B)e P(C|B)

Alle Tafeln entstehen durch Marginalisierung aus der mittels Kettenregel (5) gewonnenen Verbund-
wahrscheinlichkeit P(A, B,C), sowie durch Division durch P(B) (Satz von der bedingten Wahr-
scheinlichkeit 1) im Falle der bedingten Tafeln.

P(A,C|B) = P(A|B) e P(C|B) (7)

Der Informationsfluss von A nach C wird blockiert, wenn B gegeben ist. Dieser Sachverhalt stimmt
auch mit der Interpretation kausaler Abhéngigkeiten iiberein, denn wenn die Ursache B eines Merk-
mals C' direkt Bekannt ist, so bringt es keinen weiteren Aufschluss fiir C' auch noch die Ursache
der Ursache - also A - zu kennen. Ohne Kenntnis iiber B ldsst sich aber von A auf B und dadurch
wiederum auf C' schlieflen.
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4.3 Divergierende Verbindung

Auch in einer divergierenden Verbindung — @ — @ (siehe Abbildung 4.1 mitte) sind die
dusseren Knoten B und C' abhéngig wenn keine Information tiber A vorliegt und werden unabhéingig
wenn A gegeben ist. Auch dieser Zusammenhang entspricht der intuitiven Vorstellung, denn wenn
die Ursache A einer Auswirkung B bekannt ist so bringt es keine zusétzliche Information beziiglich
B auch noch weitere Auswirkungen (C') der Ursache A zu kennen. Wenn A aber unbekannt ist,
dann kann aus einer Wirkung C die Ursache A diagnostiziert und aus dieser wiederum die andere
Auswirkung B vorhergesagt werden.

4.4 Konvergierende Verbindung

Anders als in den beiden zuvor beschriebenen Verbindungstypen verhélt sich der konvergieren-
de Typ der Form: @ — @ — (siehe Abbildung 4.1 rechts). Hier sind A und B zunéchst
unabhéingig, werden aber abhingig wenn C gegeben ist. Es gilt daher:

P(A,B) = P(A)eP(B) (8)
P(A,B|C) # P(A|C)e P(B|C) (9)

Eine Ursache (A) erlaubt zunéchst keinen Riickschluss auf die jeweils andere mogliche Ursache (B)
einer unbekannten Wirkung C. Wenn aber die Auswirkung C' bekannt ist und eine Ursache (z.B. A)
ausgeschlossen werden kann, so steigt die Wahrscheinlichkeit anderer Ursachen (B). Umgekehrt f&llt
diese wenn bereits eine mogliche Ursache gefunden wurde. Dieser Effekt nennt sich “Explaining
Away”. Im Gegensatz zu anderen Verfahren ist diese Figenschaft in PN’s besonders gut abgebildet.

Waéhrend bei den anderen beiden Typen der Zustand des Zwischenknotens sicher bekannt sein
muss um die Abhéngigkeit iiber diesen Pfad zu blockieren, reicht es im Falle der konvergierenden
Verbindung aus unsichere Information iiber den Zwischenknoten zu haben, um eine Abhéngigkeit
zu etablieren (freizuschalten). Solche unsichere Information beziiglich des Zwischenknotens kann
z.B. aus der Beobachtung der direkten und indirekten Auswirkungen - also von Nachfolgern des
Zwischenknotens - resultieren.

4.5 Bedingte Unabhéngigkeiten

Im allgemeinen kénnen Abhéngigkeiten zwischen Knoten iiber Pfade bestehen, die mehr als drei
Knoten umfassen. Damit eine Abhéngigkeit zwischen zwei Knoten iiber einen bestimmten Pfad
besteht miissen alle Knoten auf diesem Pfad paarweise abhéngig sein.

Satz 6 Wenn alle Elternknoten Pa(A) gegeben sind ist ein Knoten A unabhdngig von allen son-
stigen Nicht-Nachfolgern De(A) = X \ (De(A) UPa(A)).

P(A|An(A)) = P(A[Pa(A)) (10)

Dieses ist leicht zu erkennen, denn jeder Pfad zwischen einem Knoten aus De(A) fithrt notwen-
digerweise iiber eine serielle oder divergierende Verbindung mit A als einem Endknoten und einem
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Elternknoten Pa(A) als Zwischenknoten - welcher gegeben ist. Diese Erkenntnis hilft aber zur Ver-
anschaulichung der Abhéngigkeitsstrukturen in nicht trivialen Netzen nur bedingt weiter. Hilfreicher
ist das Konzept der d-separation bzw. d-connection.

Definition 17 Zwei Knoten A und B sind d-connected, wenn es (mindestens) einen Pfad zwi-
schen A und B gibt, auf dem keine serielle oder divergierende Verbindung geblockt ist und alle
konvergierenden Verbindungen freigeschaltet sind. Zwei Knoten sind d-separiert, wenn sie nicht
d-connected sind.

Satz 7 Zwei d-separierte Knoten A und B sind unabhdngig gegeben die aktuelle Evidenz.

Anmerkung: Zwischen zwei Knoten A und B die d-connected sind, besteht im allgemeinen eine
Abhéngigkeit gegeben die aktuelle Evidenz, allerdings kénnen die bedingten Wahrscheinlichkeits-
tafeln im PN so gew#hlt werden dass A und B dennoch unabhéngig sind. In diesem Fall kénnte
allerdings dieselbe Gesamtverteilung P(X) auch mit einem um eine oder mehrere Kanten redu-
zierten Netz représentiert werden.

5 Junction Tree

5.1 Finding-Vektor

Im allgemeinen besteht die Aufgabe eines PN’s darin aus bekannten Merkmalen die A-Posteriori-
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der iibrigen unbekannten Merkmale zu folgern. Im Schalter-Lampe-
Modell kénnte z.B. aus der Beobachtung, dass die Lampe nicht leuchtet auf die Schalterstellung - oder
genauer die A-Posteriori-Wahrscheinlichkeiten der moglichen Schalterstellungen “an” und “aus” - ge-
schlossen werden. In diesem sehr einfachen Fall reicht dafiir die Anwendung der Bayes’schen Formel
(Gleichung 3), mit deren Hilfe aus den gegebenen CPT’s fiir P(L|S) und P(L) die Wahrscheinlich-
keitstafel P(S|L) (Tabelle 2) berechnet werden kann. Da nun beobachtet wurde, dass die Lampe
nicht leuchtet ist nur P(S|l2) gesucht, was der rechten Spalte der Tafel 2 entspricht. Diese Ein-
schrankung von P(S|L) auf P(S|ly) kann vorgenommen werden indem man zunéchst alle ungiiltigen
Eintrige in P(S|L) auf “0” setzt und anschlieffend {iber L marginalisiert. Das Null-Setzen kann durch
die Multiplikation mit einem Vektor erreicht werden, der fiir den beobachteten Zustand eine eine 1
und ansonsten Nullen enthé&lt. Ein solcher die Evidenz reprisentierender Vektor heisst im weiteren
Finding (F).

> (P(S|L) » F(L)) = P(S|L=1)
L
| e Lol
<= > | st [ 0999 0.0196 e ! 12 = s | 0.0196 (11)
L \ sy | 0.001 0.9804 sy | 0.9804

Im Sinne der weiteren Verallgemeinerung ist es wiinschenswert die Findings in der Formel fiir die

17



Kettenregel zu beriicksichtigen.

Satz 8 Die Verbundwahrscheinlichkeit aller Knoten X bei gegebener Zustandskonfiguration b der
beobachteten Knoten B C X ergibt sich durch die modifizierte Kettenregel:

(A[Pa(X))
P(B)

P(X|B=b)= aex P o [[ F(B) (12)

Anmerkung: B = b ist eine Abkiirzung fiir B! = b}, B? =

Da nur genau eine Zustandskombination der beobachteten Merkmale B iibrig bleibt, reduziert sich
1/P(B) auf einen skalaren Normierungsfaktor. Da ) y P(X|B = b) = 1 sein muss ergibt sich dieser
Faktor auch auf anderem Wege:

QUB =b)
PXB=b 13
PRE =D = S oXIB=1) 1)
wobei sich die unnormierte Tafel ) berechnet durch:
QUB =b) =][[P(X|PaX))e [[ F(Y (14)
YeB

Die A-Posteriori-Tafel eines Knotens A (A kann beobachtet oder unbeobachtet sein) ergibt sich durch:
P(AB=b)= ) aQ(UB=b) (15)
X\ A

Dabei ist a der Normierunsgfaktor, der nach dem Distributivgesetz auch aus Marginalisierungen
ausgeklammert werden kann:

2x\4 Q(U[B =b)

P(AB=b) = .

Dieses Herangehensweise ist insbesondere auch unabhéngig von der Frage wie die Finding-Vektoren
aufgebaut sind, was im Folgenden noch wichtig wird. Mit Hinblick darauf soll die Schreibweise modi-
fiziert werden: Das bislang mit B = b bezeichnete und durch Finding-Vektoren beschriebene Wissen
soll nun mit ( abgekiirzt werden (z.B. P(X|3) statt P(X|B = b)). Mit § wird nicht mehr nur exaktes
Wissen (“A ist in Zustand a;”) représentiert, sondern auch Wissen wie z.B.: “A ist nicht in Zustand
a1, kann aber noch in Zustand as oder ag sein”. Wie solche Information in einen Finding-Vektor zu
iibersetzen ist wird noch behandelt, es gilt aber:

P(Z|3) =P(Z)e [[ F(4), ZCX (16)

A€Z
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5.2 Komplexitidtsreduktion durch Zwischenmarginalisierungen

Dieses Verfahren iiber die (modifizierte) Kettenregel scheitert aber in nicht trivialen PN’s an der
Berechnung der Verbundwahrscheinlichkeit P(X|3) (bzw. Q(X|3)), da diese Wahrscheinlichkeitstafel
mit der Anzahl der Knoten im PN exponentiell wichst. Bei N Knoten, die alle (nur) zwei Zusténde
haben umfasst diese Tafel 2V Eintréige. Das sind z.B. fiir N = 20 Knoten schon 220 = 1048576 Werte.
Allerdings kann die maximal auftretende Tafelgrofie, wie auch die Anzahl der Rechenoperationen
oft erheblich reduziert werden, wenn die bereits “zwischendurch” marginalisiert wird. Grundlage
dafiir ist einfach das Distributivgesetz von Addition und Multiplikation. Fiir die hier verwendeten
Wahrscheinlichkeitstafeln gilt z.B.:

> (P(A,B,C)e P(B,C,D,E)) = P(A,B,C)Y_P(B,C,D,E) (17)
D D
Da D ausschliesslich in P(B,C, D, E) auftritt kann der Rest (P(A, B,C)) aus der Marginalisierung
(Summierung) iiber D ausgeklammert werden. Dies ist unabhiingig davon, ob wie hier angegeben
mit Verbundwahrscheinlichkeiten oder aber (auch) mit bedingten Wahrscheinlichkeiten gerechnet
wird?. Allerdings ist offensichtlich, dass niemals iiber eine Variable A die (noch) im Gegeben-Teil
steht marginalisiert werden kann, da dazu mindestens der Term P(A|Pa(A)) ausgeklammert werden
miisste.

In einem Netz mit drei Knoten in einer seriellen Verbindung der Form @ — @ — @ gilt z.B.:

PY|B) = > (P(X[B)eP(Z|X,3)eP(Y|Zj3)

X,Z

-3

Z

(18)

<Z P(X|B) e P(Z]X, ﬁ)) e P(Y|Z,13)
X

Analog zur seriellen Verbindung ist das Beispiel fiir die divergierende Verbindung der Form ® —
@ - Q©:
PY|8) = ) (P(X|Z.5)eP(Z,5) P(Y|Zp))

X,Z

-z

Z

(19)

(Z P(X|Z,3) e P(Z|ﬁ)> o P(Y|Z,j3)
X

In beiden Fillen bleiben, obwohl die Beispiele noch trivial sind, die Tafeln in der Form mit der
Zwischenmarginalisierung iiber X bereits kleiner (maximal 2 x 2) als ohne (maximal 2 x 2 x 2).
Entsprechend werden auch weniger Rechenoperationen benétigt. Sowohl in der Gleichung 18 als
auch in der Gleichung 19 ist ein Berechnungsschema wie in Abbildung 5.2 zu erkennen.

Hierbei erfolgt eine Informationsweiterleitung zwischen zwei Knotenmengen C; = {X,Z} und
Cz = {Y, Z} - den sogenannten Cliquen - iiber die Schnittmenge beider Cliquen - den sogennanten
Separator S} = {Z} = C1 N Ca.

Prinzipiell kann auch in einer konvergierenden Verbindung der Form ® — @ — @ iiber eine
Zwischenmarginalisierung gearbeitet werden, um die Tafel P(Y|3) zu berechnen.

P(Y|8) = Y (P(Z|X,Y,3) e P(X|3)eP(Y|3))

XY

4Ganz allgemein kénnen P(A, B,C) und P(B,C, D, E) auch durch zwei beliebige Funktionen theta; (A, B, C) und
thetaz (B, C, D, E) ersetzt werden
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Abbildung 8:

= > (20)
Z

Hierbei wird aber weder die maximale Tefelgrosse reduziert, da P(Z]X,Y, 3) bereits alle drei Knoten

umfasst, noch gibt es einen Separator im obigen Sinne. Daher wird ein Knoten mit (mindestens)

allen seinen Eltern immer in einer Clique zusammengefasst.

Es ergibt sich ein Verfahren das Schrittweise Knoten durch Marginalisierungen eliminiert. Um
z.B. P(F|B) zu berechnen muss die in Abbildung 5.2 dargestellte Reihenfolge von Marginalisie-
rungen eingehalten werden (die beiden mit 1 nummerierten Schritte kénnen gleichzeitig ausgefiihrt
werden). Um z.B. Knoten P(A|3) zu berechnen ergibe sich eine andere Reihenfolge, jedoch bei glei-
cher Cliquen- Separatoren-Struktur. Diese Abhéingigkeit der Berechnung von der zu Berechnenden
A-Posteriori-Verteilung ist ein Problem, ein weiteres ist die Frage, wie die Cliquen bestimmt werden.

(Z P(Z|X,Y,5) e P(X|ﬁ)> o P(Y|B)
X

1
P(AIB) P(BIA,B) AB
P(DIB,B) 2 BD —2> °

' P(FID,E,B) ! §E>\ D,EF

P(CIB) P(EIC,B) C.E

Abbildung 9: links: Finfaches Netz mit Cliquen, mitte: Cliquen und Separatoren, rechts: vereinfachte
Darstellung

In Abbildung 5.2 sind die Elternknoten D, E des gemeinsamen Kindknotens F' durch eine unge-
richtete Kante verbunden worden. Diesen Vorgang alle Elternknoten gemeinsamer Kindknoten paar-
weise durch ungerichtete Kanten zu verbinden nennt man Moralisierung, den entstehenden Graph
moralischen Graph®. Die gerichteten Kanten des DAG’s werden im moralischen Graph normalerwei-
se durch ungerichtete Kanten ersetzt. Maximal vollstéindig verbundene Teilgraphen des moralischen
Graphen bilden die Cliquen. Zusammen mit einer geeigneten Wahl der Separatoren zur Verbindung

Siiber die Namensgebung kann man streiten, sie hat sich aber so durchgesetzt
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der Cliquen entsteht ein sogenannter Junction Tree.

Definition 18 FEin Teilgraph G ist vollstindig verbunden, wenn fiir je zwei Knoten A und B
aus G gilt, dass sie durch eine Kante verbunden sind.

Definition 19 FEin vollstindig verbundener Teilgraph G heisst maximal vollstéindig verbun-
den wenn jeder weitere Knoten den man in G aufndhme, zu einer Verletzung der Bedingung
vollstindig verbundener Graphen fiihren wirde.

Satz 9 In jedem wvollstindig verbundenen Teilgraphen G des moralischen Graphen existiert ein
Knoten, der alle anderen Knoten in G als Elternknoten hat.

Leider lassen sich die Cliquen so nur bestimmen, wenn der moralische Graph keine nicht abkiirz-
baren Zyklen der Lénge > 3 enthilt.

Definition 20 Fin Zyklus mit den Knoten A und B ist abkiirzbar, wenn es im Graph eine Kante
A — B gibt, die nicht Teil des Zyklus’ ist.

A.B

D.E.F

A,C
Abbildung 10: DAG mit Zyklus, moralischer Kante D — E und Cliquen - nicht korrekter Junction-
Tree

Es gibt keine Zwischenmarginalisierungsreihenfolge, die mit den in Abbildung 5.2 dargestellten
Cliquen korrespondiert. Der dargestellte nicht korrekte Junction Tree ist nur eine von mehreren
Moglichkeiten die Cliquen zu verbinden, das Problem bleibt jedoch immer das gleiche. Jeder dieser
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Junction Trees verletzt die sogenannte Running-Intersection-Figenschaft.

Definition 21 FEin Junction-Tree erfillt die Running-Intersection-Eigenschaft, genau dann
wenn ein Knoten der in zwei Cliquen vorkommt auch in jeder Clique - und damit auch jedem

Separator - auf dem Pfad zwischen diesen beiden Cliquen enthalten ist.

Im hier gezeigten Junction-Tree erfiillt z.B. der Knoten A diese Eigenschaft nicht. Um diesem
Problem zu begegnen wird der Graph vor der Cliquenbestimmung durch Einfiigen weiterer Kanten -
den sogenannten Fill-Ins - in einen triangulierten Graphen ohne entsprechende Zyklen tiberfiithrt. Es
gibt ein einfaches Verfahren um einen Graphen zu triangulieren und dabei gleichzeitig die Cliquen
zu bestimmen. Dieses Verfahren eliminiert Schrittweise Knoten aus dem Graphen und funktioniert
wie folgt®:

Wihle einen zu eliminierenden Knoten X€¢

Verbinde alle Nachbarn von X¢ paarweise durch eine Fill-In-Kante, sofern noch keine ver-
bindende Kante existiert

e X°€ und alle Nachbarn bilden eine neue Clique sofern nicht schon alle in einer vorher gefun-
denen Clique enthalten sind

Entferne (eliminiere) X¢ aus dem Graph

Wiederhole die Schritte 1-4 bis keine Knoten mehr vorhanden sind.

Entscheidend fiir die Grosse der Cliquen und damit fiir die Qualitidt des spéteren Junction Trees
ist die Reihenfolge in der die Knoten eliminiert werden. Leider wére die Suche nach der optimalen
Losung NP-aufwindig und muss im allgemeinen durch eine heuristische Suche ersetzt werden. Die
einfachste Methode besteht darin immer einen Schritt voraus zu planen und in jedem Schritt den
Knoten zur Eliminierung so auszuwéhlen, dass daraus eine Clique C; mit der kleinsten Cliquentafel
P(C;) resultiert - sofern iiberhaupt eine neue Clique entsteht. Als Unterkriterium bietet sich an
eine Eliminierung so zu wihlen, dass moglichst wenige Fill-Ins entstehen”. Die Verwendung dieses
Unterkriteriums fiihrt im Beispiel aus Abbildung 5.2 dazu dass F' zuerst eliminiert wird. Andernfalls
wére auch jeder andere Knoten in Frage gekommen. Dieses Verfahren liefert in aller Regel gute Er-
gebnisse und man muss schon recht komplizierte Strukturen entwerfen um schwerwiegende Einbuflen
gegeniiber einer optimalen Losung zu erleiden.

Um dann aus allen Cliquen einen Junction Tree zu konstruieren bietet sich folgendes Verfahren

5Die Graphen-Triangulierung ist dabei eigentlich nur eine anschauliche Ubersetzung der Schrittweisen Knoten-
Eliminierung durch Zwischenmarginalisierungen
"teilweise wird dieses auch als Hauptkriterium vorgeschlagen
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Abbildung 11: DAG (mit Zyklus) - moralischer Graph - triangulierter Graph (mit Eliminierungs-
Reihenfolge) - Junction Tree

an:
e Bilde alle Separatoren fiir alle Cliquenpaare
e Markiere eine beliebige Clique als dem Junction Tree zugehtrig und alle anderen als frei
e Wihle den méchtigsten® Separator, der eine Clique, die bereits dem Junction Tree ange-
schlossen ist mit einer noch freien Clique verbindet und markiere die noch freie Clique als
ebenfalls zum Junction-Tree gehorig
e Wiederhole den vorigen Schritt bis alle Cliquen dem Junction-Tree angehoren

Dieses Verfahren stellt insbesondere auch sicher, dass die Running-Intersection-FEigenschaft gewahr-

leistet ist.

5.3 Inferenz im Junction-Tree

Es bleibt das zweite Problem, dass die gesamte Berechnung fiir jeden Knoten dessen A-Posteriori-
Verteilung zu berechnen ist wiederholt werden muss. Angenommen man hitte fiir jede Clique C!
die Verbundwahrscheinlichkeitstafel P(C1). Information beziiglich der Knoten A, B € C! wird mit-
tels der Multiplaktion mit den entsprechenden Findingvektoren eingebracht (P(Ci|3) = P(Cl) e
F(A) e F(B)). Nun muss die Information an die benachbarten Cliquen z.B. CJ {iber den Separator
SJi- weitergegeben werden. Danach muss dann die empfangende Clique ihrerseits die Information an
ihre iibrigen Nachbarcliquen weiterleiten usw. Umgekehrt kann auch erst jede Information in den
Junction-Tree eingebracht werden, indem jeder Finding-Vektor in eine das betreffende Merkmal ent-
haltende Clique einmultipliziert wird. Um danach die A-Posteriori-Verteilung eines Merkmals A zu
erhalten muss die das Merkmal A enthaltende Clique C! Information von ihren Nachbarcliquen emp-
fangen, welche zuvor ihrerseits Information aller ihrer (iibrigen) Nachbarcliquen empfangen haben
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Definition 22 Informationsweiterleitung von Clique C zur Clique Ci:

i _ P(CYB_1) ;
PO = P C;SIP (Cil3)
P(C'|Bi-1) i
Bl p(st

P(Si|6:-1) (5116

Dabei ist B¢ das Wissen zu einem Zeitpunkt t. Vor dem ersten Schritt (t = 0) liegt noch kein
Wissen vor, diese “Null-Evidenz” sei mit By bezeichnet (P(A|By) = P(A)).

Anmerkung: Die etwas komplizierte Schreibweise soll verdeutlichen, dass diese Informations-
weiterleitung mehrfach ausgefiihrt werden kann z.B. wenn fiir weitere zuvor noch unbeobachtete
Knoten Evidenz vorliegt. Dabei ist das neue P(S}\ﬂt,l) gleich dem alten P(SJi.|Bt) aus der letz-
ten Informationsweiterleitung - daher kann hier Aufwand vermieden werden wenn diese Tafel fiir
weitere Informationsweiterleitungen aufgehoben wird. Ohne neue Evidenz verédndert eine erneute
Anwendung der Gleichung 21 dagegen offensichtlich nichts, da dann P(SJi.| By) = P(SJi.| Bi—1) gilt.

Auch dieses Verfahren hat noch einen Nachteil: Entweder muss jede Clique fiir die Information
vorliegt diese einzeln iiber den gesamten Junction-Tree propagieren oder die gesamte Information
muss zu jeder Clique aus der man die A-Posteriori-Verteilung eines Knotens ableiten will propagiert
werden.

Es ist jedoch moglich beide Ansiitze zu kombinieren, so dass nach zweimaliger Informationsweiter-
leitung iiber alle Separatoren alle Evidenz iiber den gesamten Junction-Tree verteilt ist. Dazu wird
eine beliebige Clique zur Root-Clique des Junction-Trees ernannt. Nachdem alle Information in den
Junction-Tree eingebracht ist wird eine Sequenz von Informationsweiterleitungen in der Form einer
umgekehrten Tiefensuche zu dieser Root-Clique hin durchgefiihrt (Collect-Phase). Danach wird in
umgekehrter Richtung von der Root-Clique zuriick zu den entferntesten Knoten (Leaves) propagiert
(Distribute-Phase).

Diese Form der Informationsweiterleitung tiber den gesamten Junction-Tree heisst HUGIN-Propagation.
Die fallige Renormierung kann dadurch erfolgen, dass zwischen Collect- und Distribute-Phase die Ta-
fel der Wurzel-Clique C% renormiert wird (P(C%|3) = Q(CY|3)/>_ Q(C¥|5)).

Nach einer solchen Propagierung besitzen zwei Cliquen C' und C? die das selbe Merkmal A
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Abbildung 12: links: Collect-Phase; rechts: Distribute-Phase

enthalten auch dieselbe Information {iber A, d.h. der Junction-Tree befindet sich im Equilibrium.

Definition 23 Der Junction-Tree befindet sich im Equilibrium, wenn fir je zwei Cliqguen C?!
und C? und jeden Knoten A € C1 N C? gilt:

S PCp) = 3 P(CB) (21)

ch\A C2\A

5.4 Junction-Tree Initialisierung

Offen ist noch die Frage wie die Verbundwahrscheinlichkeitstafeln der Cliquen und Separatoren zu
erhalten sind. Dazu werden alle Cliquen- und Separatorentafeln mit “1” initialisiert. Danach werden
alle bedingten Wahrscheinlichkeitstafeln der einzelnen Knoten zu der Wahrscheinlichkeitstafel einer
Clique multipliziert, die sowohl den Knoten selbst als auch alle seine Eltern enthélt. Dass es min-
destens eine solche Clique gibt ist dadurch gewéhrleistet, dass durch die Moralisierung ein Knoten
und seine Elternknoten zu einem vollstandig verbundenen Teilgraphen werden, dieser muss wieder-
um Teilmenge eines maximalen vollstdndig verbundenen Teilgraphen - also einer Clique - sein. Eine
solche Clique wird auch als Home-Clique bezeichnet.

Wie auch anhand des Beispiels in Abbildung 5.4 zu erkennen ist muss nach dieser Initialisie-
rung nur einmal Propagiert werden, um alle Tafeln in die gesuchten Verbundwahrscheinlichkeiten
umzuwandeln und das A-Priori- Equilibrium herzustellen®.

5.5 Unverbundene Teilgraphen

Unverbundene Teilgraphen ergeben ebenso unverbundene moralische und triangulierte Graphen. Da-
mit gibt es bei der Baumgenerierung irgendwann keinen Separator S; # () mehr, obwohl noch nicht

9Der entscheidende “Trick” besteht in der Initialisierung der Separatorentafeln mit dem Wert “1”. Dadurch bleiben
die bedingten Wahrscheinlichkeits-Tafeln zuéchst von der Divison durch die Separatoren-Tafeln unverdndert.
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Abbildung 13: Tafeln des Junction-Trees nach der Initialisierung und den einzelnen Propagations-
Phasen

alle Cliquen dem Baum angeschlossen sind. Das Problem kann gelést werden indem man SJi- =0
als giiltigen Separator zulésst und die dazugehorige Tafel P(SJi-) = P(0) := 1 setzt'?. Da ein solcher
Separator ohnehin keine Information weiterleiten wiirde (vgl. Gleichung 21) kann man unverbundene
Teilgraphen auch von vorn herein getrennt betrachten und einen Wald von einzelnen Junction Trees
pro Teilgraph aufstellen.

5.6 Evidenz-Arten

Bisher wurden Merkmale immer als beobachtet d.h. der Zustand ist mit Sicherheit bekannt oder
als unbeobachtet angenommen. Wissen iiber ein beobachtetes Merkmal wurde durch ein Finding-
Vektor ausgedriickt der genau eine “1” und ansonsten Nullen enthielt. Mit mehr als einer “1” kann
ausgedriickt werden dass mehrere Zustdnde moglich sind und nur diejenigen ausgeschlossen werden
kénnen, fiir die der Finding-Vektor eine “0” enthilt.!!.

FEin solcher Finding-Vektor differenziert nicht zwischen den nicht ausgeschlossenen Zusténden.
Durch unterschiedliche positive und von Null verschiedene Werte im Finding-Vektor kann der Be-
nutzer seinen Glauben in die einzelnen Moglichkeiten (moglichen Zusténde) spezifizieren. Ein in dieser
Form gegebenes Wissen soll als Soft- Evidence bezeichnet werden. Fiir die bedingten (Un-)Abh#ingig-
keiten in einem PN bedeutet Soft-Eviden dass:

e in einer seriellen oder divergierenden Verbindung der Informationsfluss nicht geblockt (sondern
nur “abgeschwécht”) wird.

e cine Abhéngigkeit iiber eine konvergierende Verbindung hergestellt wird.

Die Angabe einer Soft-Evidenz ist dabei identisch zu einer “harten” Evidenz an einem zusétzlichen
(gedachten) Kindknoten. Das wird in Abbildung 5.6 verdeutlicht. Das Verhéltnis 0.8 : 0.2 im Finding

Djeser Ansatz ist allerdings unschén, insofern dass normalerweise P(0) = 0 gilt. Im Gegensatz zu dem unmdglichen
Ereignis ist “9” hier aber als “iiber alle Knoten marginalisiert” zu verstehen, denn es gilt: >y, P(V) = 1.

"Damit kann ein Finding auch totales Unwissen iiber eine (unbeobachtete) Variable wiederspiegeln, indem es fiir
alle Zustande eine “1” enthalt.
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fir Knoten A links entspricht dem Verhiltnis 0.4 : 0.1 der linken Spalte der CPT des Knotens
SoftEvida rechts. Diese Spalte wurde durch die harte Evidenz fiir diesen Kind-Knoten ausgewé&hlt.

| A 3
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Abbildung 14: Soft Evidenz links, Soft Evidenz als zusdtzlicher Kindknoten rechts

6 Dynamische Probabilistische Netze

In den vergangenen Abschnitten wurden nur statische Probleme behandelt, d.h. zu einem Zeitpunkt
liegen Beobachtungen vor und nur aus diesen sollen Riickschliisse gezogen werden. Viele Probleme
sind aber dynamischer Natur, d.h. der momentane Zustand héngt neben den aktuellen Einfliissen
auch von einer Historie vergangener Einfliisse ab.

6.1 Markov-Bedingung

Dabei koénnen oft bestimmte einschrankende Annahmen iiber die zeitlichen Abhéngigkeiten gemacht
werden. Ist in einem Modell die Zukunft unabhéngig von der Vergangenheit gegeben den gegenwirti-
gen (Gesamt-)Zustand so ist die Markov Bedingung erster Ordnung, oder kurz die Markov Bedingung
erfilllt. Gilt die Unabhéngigkeit zwischen Zukunft und Vergangenheit nur bei vollsténdiger Kenntnis
des Gesamtzustands von ¢ > 1 Zeitschritten, so spricht man auch von der Markov Bedingung i-ter
Ordnung.

Dynamische Probabilistische Netze (DPN’s) wie sie hier verwendet werden erfiillen immer die
Markov Bedingung (erster Ordnung). Sie unterscheiden sich von statischen PN’s dadurch, dass die
Knoten bestimmten Zeitschritten (Zeitscheiben) zugeordnet sind und es kausale Verbindungen von
Knoten eines Zeitschritts zu Knoten des néchsten Zeitschritts gibt. In einem (dynamichen) PN sind
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normalerweise nicht - wie in der Markov Bedingung formuliert - alle Merkmale eines Zeitschritts
beobachtet, denn es ist ja gerade die Aufgabe bestimmte unbeobachtete Merkmale zu schétzen.
Daher kann eine Abhéngigkeit von vergangenen Zeitpunkten iiber eine quasi unendliche Anzahl von
Zeitscheiben bestehen'2.

——>A— > > >PA—F— P> A—F—PA—F>
& X2 5 ey -5 e "
o»>B c{»B C+»B C—>B C1»B OB o>
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Abbildung 15: DPN mit Zeitfenster, links Prior-Slice (t = 0), weitere Zeitschritte (t > 0) sind
stationdr

6.2 Stationire Systeme

Die hier behandelten Systeme sind stationdr - d.h. dass sich in allen Zeitscheiben dieselben Knoten
und dieselbe Struktur mit denselben bedingten Wahrscheinlichkeiten wiederfinden (sieche Abbildung
6.1). Ausgenommen davon ist nur die erste Zeitscheibe (¢ = 0) die sogenannte Prior-Zeitscheibe,
die sich schon alleine deshalb unterscheiden muss weil die Knoten hier nicht von einer fritheren
Zeitscheibe abhéngen konnen. Es soll aber auch gestattet sein fiir die Knoten innerhalb dieser Zeit-
scheibe eine komplett andere Struktur vorzugeben. Minimal erforderlich sind nur diejenigen Knoten
die Kindknoten in der zweiten Zeitscheibe (¢ = 1) haben, wie in Abbildung 6.1 dargestellt.

6.3 Aufrollen eines Netzes

Zur Definition eines dynamischen PN’s werden demnach nur Prior- und zweite Zeitscheibe sowie
die Anzahl der Zeitscheiben T bendétigt. Danach konnte das Netz fiir diese Anzahl von Zeitschei-
ben expandiert werden, indem die Zeitscheibe fiir ¢ = 1 entsprechend oft kopiert und dem Netz
hinzugefiigt wird. Der Juction-Tree fiir dieses aufgerolite Netz wird dann wie bei einem statischen
Netz aufgestellt. Problematisch wird dieses Verfahren aber dann, wenn iiber eine lange oder sogar
quasi-unendliche Zeitspanne gerechnet werden soll. Dazu miisste ein gigantisches Netz aufgebaut
und in jedem Zeitschritt durchpropagiert werden. D.h. es wiirde bereits aus den Informationen zum
Zeitpunkt ¢ = 0 eine Prognose der Knoten der letzten Zeitscheibe berechnet und umgekehrt wiirde
auch zum letzten Zeitpunkt der Einfluss bis in die Prior-Zeitscheibe zurtickverfolgt.

6.4 Zeitfenster

Bei langen Zeitreihen ist es normalerweise ausreichend lediglich die Knoten eines bestimmten Zeitfen-
sters zu bestimmen (Abbildung 6.1). Das bedeutet jedoch nicht, dass der Einfluss von Zeitscheiben,
die aus dem Zeitfenster rutschen verloren ginge, es wird nur nicht mehr der Informationsgehalt

12{ d.R. werden diese aber nach wenigen Zeitschritten extrem klein
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spéterer Beobachtungen fiir solche Zeitscheiben zuriickverfolgt. Das bedeutet auch das Evidenz im-
mer nur fiir das aktuelle Zeitfenster eingebracht werden kann. Die Ergebnisse zu einem Zeitpunkt ¢
im aktuellen Zeitfenster sind jeweils identisch mit denen eines entsprechend grofl aufgerollten Netzes.

In Abbildung 6.1 ist ein drei Zeitscheiben umfassendes Zeitfenster dargestellt. Zu einem Zeitpunkt
t besteht immer nur das Teilnetz fiir das aktuelle Zeitfenster. Riickt dieses Zeitfenster um einen
Zeitschritt weiter, so fallt “hinten” eine Zeitscheibe heraus und “vorne” muss eine hinzugefiigt werden.
Das macht aber nur Sinn, wenn es moglich ist den dazugehorigen Junction Tree ebenfalls dynamisch
hinten um einzelne Zeitscheiben kiirzen und vorne entsprechend erweitern zu kénnen.

N N i

AR 4 . DIBe . o —\’B%/ i)
A4

t=0 t=1 t=2

A C

=0 t=1 t=2

Abbildung 17: Dynamischer Junction Tree mit “dynamischer Clique” und “dynamischem Separator”

6.5 Replizierbarer Junction-Tree

Der Junction Tree muss - wie das DPN auch - eine fiir jede Zeitscheibe (¢ > 0) identisch replizierbare
Form haben. Obwohl immer nur der Junction-Tree fiir das aktuelle Zeitfenster tatséchlich gebil-
det wird muss der (virtuelle) Gesamt-Junction-Tree (fiir alle Zeitscheiben) natiirlich trotzdem die
Bedingungen an eine Baumstruktur erfiillen. Dieses kann nur gewihrleistet werden, wenn die Teil-
Junction-Trees einzelner Zeitscheiben iiber einen einzigen Separator verbunden werden. Das aber
erfordert eine Clique, die alle relevanten Knoten zweier benachbarter Zeitscheiben in sich vereinigt.
Das sind alle Knoten die im moralischen Graph Verbindungen zur néchsten/vorigen Zeitscheiben
haben. Werden diese Knoten paarweise verbunden ist das Vorhandensein der benétigten Clique nach
Anwendung des Eliminierungs-Algorithmus’ gewéhrleistet.
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In Abbildung 6.5 ist fiir die Zeitscheibe t = 2 eine zusitzliche Clique'® mit den Knoten A(t = 2) und
B(t = 2) dargestellt. Ohne diese Clique bréuchte man aber zwei Teil-Junction-Trees um alle Knoten
der Zeitscheibe t = 2 gleichzeitig zur Verfiigung zu haben. Um dieses Problem zu vermeiden wird die
Zusatz-Clique gebildet, die alle Knoten der aktuellen Zeitscheibe, die auch in der dynamischen Clique
der niichsten Zeitscheibe auftreten beinhaltet. Ein solche Clique C! = {4, B} im Junction-Tree, die
eigentlich nur Teilmenge einer anderen Clique C2 = {A’, B’, A, B} ist kann problemlos verwendet
werden, solange die Knoten in C! keine Elternknoten haben, die nur in C? und nicht in der C!
vorkommen. Das ist durch die Einschréankung der Richtung dynamischer Kanten offensichtlich der
Fall.

Dieses Verfahren hat den Nachteil, dass eine zusétzliche Clique ({4, B}) und damit ein zusétzli-
cher Separator ({B}) entsteht, so dass zwei Informationsweiterleitungen (fiir Collect- und Distribute-
Phase) mehr pro Zeitschritt erforderlich werden. Auf der anderen Seite miisste aber ein Junction-Tree
benutzt werden der um eine Zeischeibe ldnger ist als das eigentlich zu betrachtende Zeitfenster um si-
cher alle Knoten dieses Zeitfensters zur Verfiigung zu haben, was insbesondere bei einem Zweitfenster
welches nur eine Zeitscheibe umfasst der weitaus groflere Nachteil ware.

Der replizierbare Junction-Tree wird mit folgendem Verfahren aus einem PN der ersten beiden
Zeitscheiben t = 0 und ¢t = 1 gebildet:

e Moralisieren des PN’s
e paarweise Verbindung aller Knoten in ¢ = 1 (¢t = 0) die Verbindungen zu ¢t = 0 (¢ = 1) haben.

e Verbindung der Knoten in ¢ = 1 die auch in ¢ = 0 verbunden wurden (Sicherstellen einer
Ankniipfungs-Clique)

Triangulation und Cliquenbildung mit dem Eliminierungs-Algorithmus’.

Abstpalten der Cliquen, die nur Knoten aus t = 0 enthalten, um den replizierbaren Junction-
Tree fiir alle Zeitscheiben ¢ > 0 zu erhalten.

7 Ungerichtete Kanten

Die Verwendung dynamischer PN’s 16st wenigstend zum Teil die Problematik von gegenseitigen
kausalen Abhéngigkeiten, die wegen des Verbots gerichteter Zyklen nicht direkt zu realisieren sind.
In einen DPN konnen die Zusténde zweier Variablen X und Y zu einem Zeitpunkt ¢ aber durchaus
beide von beiden Vorgingerzustinden des Zeitschritts ¢ — 1 abhéingen - ohne dass hier ein gerichteter
Zyklus entstiinde.

Eine andere - auch fiir statische PN’s geeignete - Methode gegenseitige (nicht kausale) Abhéngigkei-
ten abzubilden besteht in det Verwendung eines Zusaztknotens. Dieser ist gemeinsamer Kindknoten
der in Relation zu setzenden Knoten. Er wird immer mit derselben Evidenz instanziiert, so dass
die einzelnen Werte fiir diesen vorgegebenen Zustand iiber alle Elternzusténde die Relation der El-
ternknoten abbilden. So zu sehen in der umrandeten Spalte der CPT des Verbindungsknotens AB in
Abbildung 7. Der Knoten AB wird immer mit dem Zustand yes instanziiert, um die Abhéngigkeit
zwischen A und B in dieser konvergierenden Verbindung herzustellen.

13Dies ist keine “echte” Clique, da sie keinen maximal vollstéindigen Subgraph bildet.
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Abbildung 18: Tempordrer Knoten T zur Erzeugung der “Dynamische Clique”

8 Modularisierte Netze

Mit einem &hnlichen Verfahren wie fiir dynamische PN’s kénnen auch modularisierte Netze entste-
hen. Modularisiert bedeutet dass Teilnetze getrennt aufgestellt werden und auch die entsprechenden
Teil-Junction-Trees fiir jedes Teilnetz getrennt gebildet werden kénnen, bevor diese Module zu ei-
nem Gesamtmodell zusammengefiigt werden. Dadurch koénnen Teile von Probabilistischen Netzen
leichter wiederverwendet werden. Es wird dadurch auch moglich dynamisch verschiedene Teilnetze
zu koppeln, d.h. zu einem Zeitpunkt z.B. das (Haupt-)Modul M! mit einem Modul M? und zu
einem anderen Zeitpunkt mit einem Modul M3 zu koppeln. Um zwei Teilnetze (Module) mit den
Graphen G' und G? koppeln zu kénnen miissen beide Netze eine Menge von gemeinsamen Knoten
enthalten. Diese Menge muss alle Knoten umfassen, die im moralischen Graphen des Gesamtgraphs
G = G' ® G? verbunden sind. Die Menge dieser Verbindungsknoten sei mit V bezeichnet. Bei der
separaten Erzeugung der Junction-Trees JT! und JT? zu den beiden Teilgraphen muss gewiihrlei-
stet sein, dass die Knoten in V in mindestens einer Clique C* bzw. C? beider Junction-Trees JT'*
bzw. JT? vereint sind. Damit kénnen dann die Cliquen C! und C? iiber einen Separator verbunden
werden. Um beide Junction-Trees JT! und JT? einzeln erzeugen zu kénnen diirfen die Verbindungs-
knoten V jeweils nur in (maximal) einem Teilgraph (z.B. G') Elternknoten haben. Die Clique C*!
des Junction-Trees JT' des Teilgraphs G' enthilt dann die korrekte A-Priori-Verteilung der Ver-
bindungskonten V (P(V) = > c1\y P(C?'). Es ist daher nach der Verbindung der Junction-Trees
JT! und JT? eine initiale Informationsweiterleitung von C! nach C? (nicht umgekehrt) iiber den
Separator S = V vorzunehmen. In einem DPN kann nur ein Teilnetz (Modul) zeitscheibeniibergrei-
fende Kanten haben, da sonst der dynamische Separator nicht korrekt gebildet werden kann und der
“Gesamt-Junction-Tree” keine Baumstruktur mehr hétte.
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Abbildung 19: “ungerichtete” Relation zwischen A und B iber gemeinsamen Kindknoten AB

9 Gewinnung eines konkreten Modells

Um ein PN fiir eine konkrete Problemstellung zu definieren muss:
e eine Auswahl der Merkmale getroffen werden
e eine kausale Struktur der Merkmale untereinander festgelegt werden

e cin Wahrscheinlichkeitsmodell quantifiziert werden, indem die bedingten Wahrscheinlichkeits-
tafeln entsprechend der kausalen Struktur aufgestellt und mit Werten gefiillt werden

Alle Schritte konnen von einem oder mehreren Experten vorgenommen werden oder unter Zuhil-
fename von Lernverfahren aus Daten bestimmt werden. Die Moglichkeit das Modell komplett durch
menschliche Experten bestimmen zu kénnen stellt einen groflen Vorteil gegeniiber anderen Ver-
fahren, wie z.B. Neuronalen Netzen dar die als Black-Box-Verfahren keinen intuitiv versténdliche
Reprisentation ihres Wissens zur Verfiigung stellen. Alle Bestandteile eines PN sind jedoch intuitiv
erfassbar. Sowohl die globale Information gegeben durch die Netzstruktur, als auch die lokale Informa-
tion beziiglich der bedingten Wahrscheinlichkeiten'* kann aus Expertenwissen bestimmt oder durch
Experten iiberpriift werden. Hauptschwierigkeiten dabei bereiten oft die elternlosen Knoten, da die
erforderlichen A-Priori-Wahrscheinlichkeiten oft nicht genau angegeben werden kénnen (das betrifft
auch die Informationsgewinnung aus Daten). Der intuitiven Bewertung entziehen sich ausserdem
noch die CPT’s der Knoten die Elternknoten in der vorigen Zeitscheibe eines DPN’s haben. Diese
miissen oft in einem iterativen Prozess den Erwartungen angenihert werden. Auf die Problematik
dynamischer PN’s wird im Abschnitt 7?7 noch niher eingegangen.

Bei der Verwendung von Datenmaterial ist es am einfachsten die bedingten Wahrscheinlichkeitsta-
feln zu gewinnen, insbesondere wenn die Daten vollstindig sind, d.h. wenn alle Merkmale des PN’s zu
jedem Zeitpunkt beobachtet sind. Dann entspricht das “Lernen” der Tafeln einem Auszéhlen der Falle

]okal, weil jeweils nur ein Knoten und seine Elternknoten betrachet werden
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und normieren der so gewonnenen Tafeln. Nicht mehr ganz so trivial wird es wenn Merkmale nie oder
zeitweise nicht beobachtet wurden. Hierfiir existieren Verfahren wie der Ezpectation-Maximization-
Algorithmus (EM-Algorithmus) oder auch gradienten-basierte Verfahren.

Problematischer ist das Finden der kausalen Struktur aus Daten. Auch hierfiir exitstieren Lern-
verfahren (777), die Versuchen eine optimale Struktur aus Daten abzuleiten. Schwierigkeiten bereitet
dabei die Interpretation der Kanten als kausale Abhéngigkeit, da z.B. die beiden Netze @ — und
@ — genau dieselbe zugrundeliegende Verteilung P(A, B) reprisentieren konnen, d.h. sie sind
equivalent. Welches der beiden Netze (wenn iiberhaupt) der wahren kausalen Richtung entspricht
kann aufgrund von Beobachtungen beziiglich A und B nicht unterschieden werden. In komplexeren
Modellen sind viele Strukturen trotz sich nur in einzelnen Kantenrichtungen unterscheidenden Ver-
bindungen nicht equivalent und daher prinzipiell auch unterscheidbar. So ist ein Drei-Knoten-Netz
mit einer seriellen/divergierenden Verbindung nicht equivalent zu einem Netz mit einer konvergieren-
den Verbindung. Jedoch sind z.B. die zwei mdoglichen seriellen Verbindungen @ — — @ und
@ — — @ und die divergierende Verbindung @ — — @ wieder equivalent zueinander.
Insbesondere sind auch immer alle vollstdndig verbundenen Strukturen equivalent zueinander. Das
Problem der wahren kausalen Struktur ist daher mit Lernverfahren nicht vollstéindig losbar. Ein
weiteres Problem ist nicht auf PN’s begrenzt, sondern gilt praktisch fiir alle Lernverfahren, die die
Modellkomplexitit (hier gegeben durch die Netzstruktur) variieren. Das Problem besteht darin, dass
Daten praktisch immer durch zufillige Einfliisse verrauscht sind. Dadurch wird z.B. die Unabhéngig-
keitsbedingung fiir zwei Variablen A und B nie genau erfiillt sein. Im allgemeinen gilt auch fiir zwei
unabhéngige Merkmale:

P(A) e P(B) # P(A,B) (22)

Wobei 15() die aus den Daten geschétzten Verteilungen sind. Dies ist z.T. auch schon durch nume-
rische Probleme begriindet'®. Wiirde man aber alle Scheinabhingigkeiten in das Modell aufnehmen
so wiirde man im Extremfall einen vollsténdig verbundenen Graphen - mindestens jedoch einen mit
deutlich zu vielen Kanten erhalten. Ein solches Modell wére nicht nur zu komplex um damit ef-
fizient rechnen zu koénnen, sondern es wiirde auch schlechtere Prognosen liefern als ein Modell, in
dem nur die tatsichlichen Abhingigkeiten reprisentiert sind. Eine solche Uberinterpretation von nur
scheinbaren Abhéngigkeiten durch Lernverfahren wird oft als overfitting bezeichnet. Das Problem
ist also echte von scheinbaren Abhingigkeiten zu unterscheiden. Scheinabhéngigkeiten kénnen dabei
als schwach angenommen werden. Was “schwach” ist hingt aber entscheidend von der Anzahl der
Beobachtungen ab, da der Einfluss zufélligen Rauschens wie auch die rein numerischen Probleme mit
zunehmendem Beobachtungsumfang abnehmen (Gesetz der grofien Zahlen)

lim P(X) — P(X) (23)

N—o00
Dabei ist P(X) die aus den Daten abgeleitete Verteilung und P(X) die zugrundeliegende wahre
Verteilung.
Beispiel: Mit einem Wiirfel bei sechs Wiirfen zweimal die eins jedoch keine sechs zu wiirfeln sagt
wenig dariiber aus, ob der Wiirfel in Ordnung ist (jede Seite kann trotzdem mit der Wahrscheinlich-
keit 1/6 geworfen werden), denn die Wahrscheinlichkeit bei sechs unabhéngigen Wiirfen mit einem
reguléiren Wiirfel keine sechs zu Wiirfeln betriigt: (5/6)° ~ 1/3 Wenn man jedoch nach 60 Wiirfen
immer noch keine einzige sechs geworfen hat, so kann der Wiirfel mit grofier Sicherheit als nicht
in Ordnung angenommen werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine solche Reihe betréigt bei einem

15Man stelle sich einen Datensatz vor, fiir den die Unabhingikeitsbedingung der Variablen A und B erfiillt ist -
kommt nun noch eine Beobachtung hinzu wird die Unabhéngikeitsbedingung i.d.R. nicht mehr erfiillt sein.
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reguliren Wiirfel nur noch (5/6)%00 ~ 1.8 - 1075

Auch fiir das Problem des Strukturlernens existieren verschiedene Algorithmen. Wird dabei aus-
serdem mit unvollstindigen Daten gearbeitet miissen diese Verfahren mit den zuvor beschriebenen
Verfahren kombiniert werden.

Fiir das letzte Problem der Merkmalsauswahl muss mindestens eine Grundauswahl vom Benutzer
getroffen werden - schon allein durch die Auswahl der Merkmale die beobachtet werden. Je nach dem
Beitrag fiir die Prognose der letztlich interessierenden Merkmale kénnen dann u.U. auch automatisch
wieder einzelne Variablen entfernt werden. Auch fiir den umgekehrten Weg existieren Verfahren. Hier-
bei wird versucht durch Hinzunahme neuer (natiirlich unbeobachteter) Merkmale eine Komplexitéts-
reduktion zu erreichen. Wenn z.B. eine Menge von Merkmalen W von einer gemeinsamen Ursache
U abhéngen, die jedoch selbst im Netz nicht représentiert ist, so liefert ein Struktur-Lernverfahren
oft einen vollstindig verbundenen Teilgraphen fiir die Knotenmenge W. Wird ein gemeinsamer El-
ternknoten U eingefiihrt und die Verbindungen untereinander entfernt ergibt sich in diesen Féllen ein
weniger komplexes die wahren Abhéngikeiten jedoch besser widerspiegelndes Modell. Durch die Hin-
zunahme unbeobachteter Knoten miissen wiederum die erwéhnten Verfahren zur Schétzung solcher
Merkmale zum Einsatz kommen.

10 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Axiom 4 Die Wahrscheinlichkeitsfunktion P(.) ordnet jedem Ereignis a des Ereignisraums ) eine
nicht negative reelle Zahl zu

0<P(a)<1
Axiom 5 :
P) =1
Q) ist das sichere Ereignis
Axiom 6 Fiir disjunkte Ereignisse a und b gilt:
P(avb) = P(a)+ P(b)
Wobei die Ereignisse a und b Teilmengen des Ereignisraums darstellen (a,b C Q).
Satz 10 Im allgemeinen gilt fiir zwei Ereignisse a und b (Additionssatz ):
P(avb) = P(a)+ P(b)— P(a,b)

Wobei P(a,b) eine vereinfachte Schreibweise von P(anb) (Mengenschreibweise) bzw. P(aAb) (logisch)
15t.

Definition 24 Fin Merkmal umfasst eine Menge disjunkter Ereignisse

Definition 25 Zwei Ereignisse heissen (stochastisch) unabhingig, genau dann wenn gilt:
P(aAb) = P(a,b) = P(a)P(b)

Zwei Merkmale heissen (stochastisch) unabhingig, genau dann wenn gilt:

P(AANB)=P(A,B) = P(A)eP(B)
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Satz 11 Im allgemeinen gilt fiir zwei Ereignisse a und b bzw. zwei Merkmale A und B (Multipli-
kationssatz):

P(anb) = P(a,b) = P(a)-P(bla) = P(b)- P(alb)
P(ANB)=P(A,B) = P(A)eP(B|A)=P(B)eP(A|B)
Satz 12 Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis a, unter der Vorraussetzung dass b ein-

getreten (gegeben) ist, bzw. die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das Merkmal A gegeben B
15t:

Pl = T
P(AIB) = P](f(lg)

Satz 13 Bayes’sche Formel:
P(B|A)eP(A)  P(B|A)eP(A)
P(B) - X aP(BlA)e P(4)

Satz 14 Die Verbundwahrscheinlichkeitsverteilung aller Merkmale einer Merkmalsmenge X eines
PN’s kann tber die Kettenregel berechnet werden:

P(A|B)

P(X) = HP(XilPa(Xi))
Wenn (wie in PN’s) gilt: P(A|An(A)) = P(A|Pa(A))

11 Rechenregeln

Definition 26 Multiplikation von Wahrscheinlichkeits-Tafeln:
P(A,B) = P(AB)e P(B) = Plaby) = Plailb)P(by), Vi

Definition 27 Division von Wahrscheinlichkeits-Tafeln:

_PAB) oy o Plank) 0
P(A|B) - P(B) = P(a’l‘b]) - P(b])] ) vl,]’ 0 =0
Definition 28 Marginalisierung:
P(B|C) = ) _ P(A,B|C) = P(bjlex) = ZP (as, bjler)
A
Satz 15 Normierung:
QM)
P(U
U SIS
P(U,V) P(U,V)
P(U|V) = =
Y (R SE A
Q(U,V) Q(U,V)
P(U|V) = =
OV = Taw) T Seamy)

Wobei Q(.) eine unnormierte Tafel darstellt.

35



12 Beweise und Definitionen

Satz 16 In einem DAG existiert mindestens ein elternloser und ein kinderloser Knoten.

Definition 29 Zwei Knoten heissen benachbart oder Nachbarn, wenn sie durch eine Kante direkt
verbunden sind.

Definition 30 Der zugehirige moralische Graph entsteht aus einem gerichteten Graph, indem je
zwei Elternknoten eines gemeinsamen Kindknotens durch eine ungerichtete Kante verbunden werden
und die gerichteten Kanten in ungerichtete Kanten tberfiihrt werden (durch Vernachlissigung der
Richtungsinformation).

Definition 31 FEin Zyklus mit den Knoten A und B ist abkiirzbar, wenn es im Graph eine Kante
A — B gibt, die nicht Teil des Zyklus’ ist.

Definition 32 FEin Graph ist trianguliert, wenn jeder Zyklus von mehr als drei Knoten Ldnge
abkiirzbar ist.

Lemma 2 FEin Zyklus dem der Knoten A angehdort gehdren auch genau zwei Nachbarn von A an.
Definition 33 Ein zyklenfreier Graph heisst Baum (oder Tree).

Definition 34 Ein Graph in dem alle Knotenpaare iiber (mindestens) einen Pfad verbunden sind
heisst verbunden.

Definition 35 Ein Subgraph G’ ist ein Graph, der aus einer Teilmenge der Knoten X' C X eines
anderen Graphen G sowie allen Kanten aus G besteht, die nur Knoten in X' verbinden.

Definition 36 Ein (Sub-)Graph heisst vollstindig verbunden, wenn jedes Knotenpaar dieses
(Sub-)Graphen durch eine Kante verbunden ist.

Definition 37 FEin Knoten heisst eliminierbar, wenn die Menge der Nachbarknoten des Knotens
einen vollstindig verbundenen Subgraphen bildet.

Definition 38 FEin Graph heisst eliminierbar, wenn es eine Eliminierungsreihenfolge der Knoten
gibt, so dass alle Knoten eliminierbar sind. Dabei wird jeweils nur der Subgraph der moch nicht
eliminierten Knoten betrachtet.

Satz 17 FEin Subgraph eines triangulierten Graphen ist ebenfalls trianguliert'S.

Beweis 1 Jeder Zyklus eines Subgraphen ist auch im Graphen selbst enthalten. Da ein solcher Zyklus
im Graphen abkiirzbar ist, ist er dies auch im Subgraphen.

Satz 18 Jeder eliminierbare Graph ist trianguliert.

Beweis 2 Wird ein Knoten A (entsprechend der Eliminierungsreihenfolge) eliminiert, so ist jeder
Zyklus von mehr als drei Knoten Linge dem der Knoten A angehért abkiirzbar, da alle Nachbarn von
A paarweise verbunden sein miissen. Weil der Knoten A eliminiert wird und daher fortan in keinem
Zyklus mehr auftritt, ist die Abkiirzbarkeit fiir alle Zyklen dieses Knotens gezeigt. Entsprechendes gilt
fiir alle Knoten in der Eliminierungsrethenfolge.

15Ein Subgraph ist z.B. auch der Restgraph nach der Eliminierung eines Knotens
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Definition 39 FEine Knotenmenge S separiert zwei Knoten A und B wenn jeder Pfad von A nach
B iiber mindestens einen Knoten aus S lduft.

Definition 40 FEine zwei Knoten A und B separierende Knotenmenge S heisst minimal, wenn aus
S kein Knoten entfernt werden kann ohne dass ein Pfad von A nach B ohne Zwischenknoten aus S
maoglich wird. Das bedeuted auch, dass jeder Pfad von A nach B nur iber genau einen Knoten aus
S wverlduft.

Lemma 3 Zwei nicht benachbarte Knoten sind in einem triangulierten Graph durch mindestens eine
minimale, vollstindig verbundene Knotenmenge separiert.

Beweis 3 Offensichtlich werden zwei nicht benachbarte Knoten durch die Menge aller anderen Kno-
ten separiert. Diese Knotenmenge kann minimalisiert werden, um der Definition des minimalen Sepa-
rators zu geniigen'”. Zu zeigen ist, dass eine solche minimale separierende Knotenmenge vollstindig
verbunden ist. Seien die Knoten A und B nicht benachbart und S eine sie separierende minimale
Knotenmenge. Sind C und D zwei Knoten aus S so ist zu zeigen dass C' und D benachbart sind. Da
es mindestens einen Pfad von A nach B iiber C' (aber nicht D) sowie mindestens einen tiber D (aber
nicht C') gibt, existiert ein Zyklus mit den Knoten C' und D und mindestens jeweils einem Knoten
E bzw. F der von A bzw. B ausgehend vor erreichen des Separators auf beiden Pfaden besucht wird
(diese Knoten konnen auch A und B selbst sein). Da der Graph trianguliert ist umfasst der kleinste
solche Zyklus genau die vier Knoten C, D, E und F. Dieser muss aber auch noch abkiirzbar sein -
und die einzige Mdoglichkeit dafiir ist eine Kante C' — D. Fine Kante E — F wiirde S umgehen und
damit der Definition des Separators widersprechen.

Satz 19 Ist in einem durch Separierung entstandenen Subgraphen bestehend aus dem Separator S
und der Menge der vom Rest separierten Knoten A ein Knoten A; € A eliminierbar, dann ist er
auch im Gesamtgraphen eliminierbar.

Beweis 4 Der Subgraph GAS mit den Knoten AUS C X enthilt fir jeden Knoten A; € A auch alle
seine Nachbarknoten. Damit sind die Nachbarn im Subgraphen genau dann vollstindig verbunden,
wenn sie es auch im Graphen G mit allen Knoten X sind.

Satz 20 Jeder vollstindig verbundene Graph ist sowohl trianguliert als auch eliminierbar.

Beweis 5 Alle Knoten sind verbunden, daher sind auch alle Nachbarknoten eines Knoten verbunden,
und es sind auch alle Zyklen abkiirzbar.

Satz 21 Jeder triangulierte Graph ist eliminierbar

Voriiberlegung In einem nicht vollstéindig verbundenen Graphen existieren mindestens zwei nicht
benachbarte Knoten A; und B;. Diese sind nach Satz 7?7 in einem triangulierten Graphen durch
(mindestens) eine vollstdndig verbundene Knotenmenge S separiert. Dabei sei A die Menge der
Knoten die auf irendeinem Pfad von A; nach Bj vor S liegen. Entsprechend sei B die Menge der
Knoten die in umgekehrter Pfadrichtung vor S liegen. Die Knoten A; und B; sind dabei selbst in der
jeweiligen Knoten-Menge enthalten (4; € A und B; € B). Der Separator S separiert alle Knoten
aus A von allen Knoten aus B. Es entstehen mindestens zwei Subgraphen G5, GBS bestehend aus
den Knoten AUS bzw. BUS.

1"Es sind in der Regel verschiedene minimale Separatoren denkbar
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Beweis 6 Fiir einen vollstindig verbundenen Graphen gilt Satz 277.
Induktions-Vorraussetzung: Ein Graph mit nur zwei Knoten ist immer trianguliert und elimi-
nierbar.

Induktions-Annahme: Jeder triangulierte nicht vollstindig verbundene Graph mit mehr als zwei
und weniger als N Knoten besitzt mindestens zwei eliminierbare und nicht benachbarte Knoten's.
Induktions-Schritt: Fin Graph mit N Knoten ist entweder vollstindig verbunden und damit nach
Satz 727 eliminierbar oder durch einen Separator S in midestens zwei Subgraphen mit < N Kno-
ten separierbar (A US bzw. BUS). Diese Subgraphen sind entweder vollstindig verbunden, so dass
jeder Knoten zuerst eliminierbar wdre. oder es existieren mindestens zwei nicht benachbarte elimi-
nierbarere Knoten pro Subgraph (z.B. Ay, A bzw. By, Ba). Da nicht beide in S liegen kénnen (denn
in S sind alle Knoten benachbart), liegt mindestens einer in A (bzw. B), so dass dieser auch im
Gesamtgraphen eliminierbar ist. Daher hat der Gesamtgraph mit N Knoten mindestens zwei (einer
pro Subgraph) eliminierbare Knoten. Der Restgraph nach Eliminierung von einem der in Frage kom-
menden Knoten ist nach Satz 227 wiederum trianguliert und es greift die Induktionsannahme bzw.
- Voraussetzung.

Definition 41 FEin vollstindig verbundener Subgraph, der maximal ist in dem Sinne, dass ihm kein
weiterer Knoten hinzugefiigt werden kann ohne dass die Eigenschaft vollstindig verbunden zu sein
verloren ginge heisst Clique.

Definition 42 Fin Junction-Graph ist ein Hyper-Graph aller Cliquen eines Graphen. Nicht lee-
re Schnittmengen - die sogenannten Separatoren - zweier Cliquen bilden Kanten zwischen zwei
Cliquen. D.h. die Kante reprisentiert die Schnittmenge.

Definition 43 FEin Junction Tree ist ein Junction-Graph mit zwei Figenschaften.

1. Es existiert genau ein Pfad zwischen zwei Cliquen, d.h. es existieren keine Zyklen.

2. Ein Knoten der in zwei Cliquen C' und C? enthalten ist, ist auch in allen Cliquen auf dem
Pfad von C' nach C? und damit auch in jedem Separtor auf diesem Pfad enthalten (Running-
Intersection-Eigenschaft ).

Satz 22 Jeder Triangulierte Graph hat einen Junction-Tree.

Beweis 7 Induktions-Vorraussetzung: Der Satz ist offensichtlich fiir jeden Graphen mit héchstens
zwei Knoten wahr. Induktions-Annahme: Der Satz ist fiir alle Graphen mit weniger als N Knoten
wahr. Induktions-Schritt: Fin triangulierter Graph G mit N Knoten hat nach Satz 99? minde-
stens einen eliminierbaren Knoten A. Dieser bildet zusammen mit seinen Nachbarknoten eine Clique
C, da die Nachbarn untereinander und mit A verbunden sind und alle weiteren Knoten zumindest
nicht mit A verbunden sind. Derselbe Graph ohne A (G*) habe - laut Induktions-Annahme - einen
Junction-Tree JT* mit einer Cligue C* O C\ A. Da ndimlich alle Nachbarn von A auch in G*
vollstindig verbunden sind, miissen sie auch in einer gemeinsamen Clique C* enthalten sein. Nun
lasst sich der Junction-Tree JT fir G aus JT™ konstruieren:

Ist C* = C\ A dann kann A einfach zur bestehenden Clique C* hinzugefiigt werden.

Ist C* D C\ A, dann wird C als neue Clique eingefiigt und mit C* iber den Separator S = C N C*
verbunden. Da A nur in C vorkommt und alle Knoten die sowohl in C*, als auch in C vorkommen
auch in S enthalten sind ist der so gewonnene Junction-Tree JT korrekt.

18Djese Annahme ist stérker als fiir den Beweis notwendig, denn auch ein eliminierbarer Knoten wiirde reichen
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Satz 23 Sind nicht alle Knoten mit dynamischen Kanten in einem Separator vereint, so entsteht
kein fiir alle Zeitscheiben identischer Junction-Tree- Ausschnitt.

Beweis 8 Die Annahme es sei mdglich einen in allen Zeitschritten identischen Junction-Tree mit
mehr als einem dynamischen Separator zu erzeugen fiihrt zu einem Widerspruch. Seien C} und C2
zwei Cliquen, die beide Knoten aus den Zeitscheiben t —1 und t enthalten. Seien C{,, und C2,, die
Entsprechungen dieser Cliquen mit denselben Knoten zum Zeitpunkt t und t+1. S und S? seien zwei
Separatoren zwischen C¢ und Ct,q bzw. zwischen CZ und CZ,,. Es muss ein Pfad W,}z zwischen
Cl und C2 existieren - evtl. auch iiber weitere Cliquen aus unterschiedlichen Zeitscheiben hinweg
(Def. Junction-Tree). Dann miisste, um identische Junction-Tree-Ausschnitte zu erhalten auch ein
Pfad ngl existieren. ngl geht dabei aus W% 2 durch Verschiebung um einen Zeitschrtitt hervor.
Damit konnen Wg,z und W:fl nicht in allen Kanten identisch sein. Das aber bedeutet, dass es zwei

Pfade von C nach CZ geben miisste: 1. den iiber W:’z und 2. den iiber ST, W:fl und S2. Das aber
ist ein Widerspruch zur Defition des Junction-Trees.

Satz 24 Fin Graph mit N Knoten und N — 1 Kanten, in dem alle Knotenpaare durch einen Pfad
verbunden sind ist zyklenfrei und heisst daher Baum.

Beweis 9 Induktions-Vorraussetzung: Der Satz gilt offensichtlich fiir Graphen mit einem Kno-
ten Induktions-Annahme: Der Satz gilt fir alle Graphen mit < N Knoten Induktions-Schritt:
Um einen weiteren Knoten A in einen Graphen mit N —1 Knoten und N —2 Kanten einzufiigen wird
eine weitere Kante bendtigt, die A mit einem bereits im Graphen enthaltenen Knoten B wverbindet.
Damit hat der entstehende Graph N Knoten und N — 1 Kanten. Dieser Graph ist offensichtlich zy-
klenfrei, da ein Zyklus nur iber A und die Kante A — B entstehen kann, es aber von A keine andere
Kante gibt.

Satz 25 Aus Satz 7?77 folgt auch, dass zwei einzelne Bdume, die iber eine Kante verbunden werden
zusammen wieder einen Baum bilden.

Beweis 10 Baum T' habe N' Knoten und N* — 1 Kanten. Baum T? habe N? Knoten und N? — 1
Kanten. Seien die Knoten A aus T' und B aus T? durch eine zusdtzliche Kante verbunden. Damit
hat der entstehende Graph T N = N' 4+ N? Knoten und N' =1+ N2 —1+1= N — 1 Kanten. Da
es fiir alle Knoten in T einen Pfad nach A und fir alle Knoten in T? einen Pfad nach B gibt, ist
der entstehende Graph offensichtlich verbunden.

Satz 26 Wenn die Subgraphen jeder Zeitscheibe trianguliert sind ist auch der Gesamtgraph triangu-
liert, wenn alle Knoten mit Verbindungen zwischen zwei Zeitscheiben t—1 und t vollstindig verbunden
sind.

Beweis 11 Da innerhalb einer Zeitscheibe t keine nichtabkiirzbaren Zyklen der Linge > 3 auftreten
misste ein langerer nichtabkiirzbarer Zyklus mit dem Knoten A dber mindestens einen Knoten D
einer anderen Zeitscheibe z.B. t — 1 wverlaufen. Um die Zeitscheibe t zu verlassen und wieder in t
einzutreten miissen zwei verschiedene Knoten B und C mit t — 1/t-Verbindung auf dem Zyklus-Pfad
liegen. Dann ist der Zyklus aber abkiirzbar, da laut Voraussetzung B und C' verbunden sind.

Satz 27 Aus einem dynamischen Graphen in dem alle Knoten mit Zeitscheibeniibergreifenden Kan-
ten benachbart sind kann ein Junction-Tree konstruiert werden der fiir alle Zeitscheiben t > 0 iden-
tische Sub-Trees aufweist.
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Beweis 12 Seien CZ...C Cliquen, die nur Knoten aus t enthalten, und C} die einzige Clique mit
Knoten aus t und t — 1. Die Clique C} existiert da alle Knoten mit Verbindungen von t — 1 nach
t benachbart sind. Dann ist diese Clique CL auch die einzige mit einem nicht leeren Separator zu
einer Clique Ci_;. Alle anderen Cliquen C2...CY sind daher mit C} idiber Pfade verbunden, die
nur Cliquen aus {C%...CY} selbst sowie die Clique C{,, enthalten. Da alle Zeitscheiben dieselbe
Struktur aufweisen ist es offensichtlich, dass analoge Cliquen fiir alle Zeitscheiben definiert und in
der selben Struktur untereinander verbunden werden konnen. Im Gesamt-Junction-Tree sind je zwei
solcher Teil-Biaume durch den dynamischen Separator zwischen C¢ und Ci_; verbunden.

Anmerkung: Die Umkehrung gilt nicht. Es ist nicht in jedem Fall notwendig alle Knoten aus zwei
benachbarten Zeitscheiben t—1 und ¢ die Verbindungen zueinander haben in einer Clique zu vereinen,
um einen replizierbaren Sub-Junction-Tree zu erhalten.

@—>@—>®—>@—>
Q—>Q—>Q—>—>

t= 0 1 2 3

Wird aus diesem Graph (der moralische Graph ist trianguliert wegen der moralischen Kante B(t —
1) — A(t)) normal (ohne zusétliche Fill-In-Kanten) ein Junction Tree erzeugt entsteht jeweils iden-
tische Sub-Junction-Trees mit den Cliquen C(t) = {A(t — 1), B(t — 1), A(t)} und C?%(t) = {B(t —
1), A(t), B(t)}, die iiber den Separator {B(t — 1), A(t)} verbunden sind. Zusitzlich ist C1(t) mit
C2(t — 1) iiber den Separator {A(t — 1), B(t — 1)} verbunden. Weder C'(t) noch C2(t) enthiilt alle
Knoten mit Verbindungen zwischen ¢ und ¢t — 1 (A(t — 1), B(t — 1), A(¢t), B(t)).

Satz 28 Um eine Abhdngigkeit gegeben die aktuelle Evidenz zwischen zwei Knoten X und Y zu er-
lauben, muss es einen Pfad von X nach Y geben auf dem kein serielles oder divergierendes Knoten-
Triplet A— B — C' “geblockt” ist (geblockt = harte Evidenz beziiglich B) und auf dem alle konvergie-
renden Knoten-Triplets Information (harte oder weiche Evidenz) beziiglich B oder eines Nachfolgers
von B enthalten.

Definition 44 Gibt es keinen solchen Pfad sind X und Y d-separiert.

Beweis 13 (Beweisskizze) Die d-separierten Fdlle lassen sich jeweils relativ einfach zeigen.
Serieller Verbindungstyp: @ — — @ (d-separiert wenn B gegeben).

Zu zeigen ist dass:
P(A,C|B) = P(A|B)e P(C|B)

Uber die Kettenregel und den Satz von der Bedingten Wahrscheinlichkeit erhalten wir:

_ P(A)e P(B|A) e P(C|B)  P(AB,C)
PACIE) = (P« P(BIA) » PICID)) (‘ ZA,CP<A,B,C>)
P(A,B)e P(C|B)
P
_ P(A,B)
= W.P(C|B)
_ P(4|B) e P(C|B)

40



Divergierender Verbindungstyp: @ — — @ (Unabhingigkeit wenn B gegeben).
Zu zeigen ist wiederum dass:

P(A,C|B) = P(A|B)eP(C|B)

Aquivalent zum vorigen Fall ergibt sich:

_ P(B)eP(A|B) s P(C|B)  P(AB,C)
PACIE) = 5 (P(B) P(AB) » P(CIB)) (‘ EA,CP<A,B,O>)
P(B)

= ) * PAIB « P(CIB)

= 1leP(A|B)e P(C|B)
Konwvergierender Verbindungstyp: @ — — @ (Unabhingigkeit wenn keine Information tiber
B worliegt).
Zu zeigen ist damit:
P(A,C) = P(A)eP(O)
Laut Kettenregel gilt:

P(A,C) = Y (P(A)eP(C)e P(B|A,C))
B
= P(A)eP(C)e> P(BIAC)
B
= P(A)eP(C)el

Die Fillen in denen Knoten d-connected sind kdonnen durch Beispiele gezeigt werden.
Fiir den seriellen und divergierenden Verbindungstyp gilt:
Wenn B unbekannt / unsicher ist sind A und C im Allgemeinen nicht unabhdingig (natirlich kénnen
die Tafeln im Einzelfall auch so gewdihlt sein dass doch eine Unabhdngigkeit vorliegt).
Zu zeigen ist also dass bei entsprechender Wahl der Tafeln gilt:

P(A,C) # P(A)eP(C)
ZPABC 4 ZPABC’ Y P(A,B,C)

A,B
> P(A,B,C)e F(B) Z P(A,B,C)e F(B))eY (P(A B,C)eF(B))
B A,B
Wobei F(B) einen beliebigen Finding-Vektor mit mehr als einem Wert # 0 darstellt. Hierbei sind
i.d.R. die Ergebnisse der linken und rechten Seite mit unterschiedlichen Faktoren zu renormieren.
Das heisst die Resultierenden Tafeln wdiren gleich wenn linke und rechte Seite (vor Normierung)
proportional sind. Annahme: A und B wdren doch unabhdngig. Gegenbeispiel: Gegeben sei folgende

Tafel

bi + b
C1 a1 s +
c1 a9 u + v
P(A,C)=) P(A,B,C) = Fa— PP —
b C2 a2 y + =z
>oAc 1
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Es miisste nun u.A. gelten: P(a1,b1) =s+t=(s+t+w+2x)(s+t+u+v) Gegeben sei folgende
Setzung fir den seriellen Fall:

s = P(al) P(b1|a1) P(Cl‘bl) = 0.3 e 08 o 0.1 = 0.024
t = P(al) P(b2|a1) P(Cl‘bg) = 03 e 0.2 e 05 = 0.03
u = P(CLQ) P(b1|a2) P(Cl‘bl) = 0.7 o 04 e 0.1 = 0.028
v = P(ag) P(b2|a2) P(Cl‘bg) = 0.7 o 0.6 e 05 = 0.21
w = P(al) P(b1|a1) P(Cg‘bl) = 03 e 08 e 09 = 0.216
r = P(al) P(b2|a1) P(CQ‘bQ) = 03 e 0.2 e 05 = 0.03

Damit ist aber s +t = 0.054 # (s +t+w+z)(s +t +u+v) = 0.300.292 = 0.0876 und damit die
Annahme fir die serielle Verbindung widerlegt.
Fiir den divergierenden Fall gelte folgende Setzung:

s = P(a1|b1) P(bl) P(Cl|b1> = 0.8 e 09 e 0.3 = 0.216
t = P(a1|b2) P(bg) P(Cl|b2) = 04 e 01 e 05 = 0.02
u = P(a2|b1) P(bl) P(Cl|b1) = 02 e 09 e 03 = 0.054
v o= P(a2|b2) P(bg) P(Cﬂbg) = 06 e 01 e 05 = 0.03
w = P(a1|bl) P(bl) P(C2|b1) = 0.8 o 09 e 0.7 = 0.504
x P(a1|b2) P(bg) P(Cg|bg) = 04 o 0.1 e 0.5 = 0.02

Damit ist aber s +t = 0.236 # (s +t+w+z)(s +t +u+v) = 0.76 0 0.32 = 0.2432 und damit die
Annahme auch fir die divergierende Verbindung widerlegt.

Fiir den konvergierenden Verbindungstyp gilt, dass die Unabhdngigkeitsbedingung nicht mehr erfillt
ist, wenn B gegeben ist.

> % =P(A,C|B) # Y P(A,C|B)e> P(A,C|B)
B C A
> (P(A,B,C)eF(B)) % » P(A,B,C)eF(B)e
B BC
> P(A,B,C)eF(B)
BA

P(A,C|B) # <Z P(A, C|B)> . <Z P(A, C|B)>
A

C

bl b2 bl b2
a a s t . a (s+u)(s+w) (t+v)(t+z)
1 a u v y ¢ as (s+u)(ut+wv) (t+v)(v+2)
co a1 w T 2 a1 (w+y)(s+w) (z+z)(t+x)
cy G y =z Cy a2 (w+y(utv) (+2)(v+2)
dAc I 1 doAc 1 1
Setzt man konkrete Werte fiir die Zelle A = a1, B = by und C = ¢y ein, dann ergibt sich z.B.:
s = k/c
u = l/c
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03 3 ~=¢8

P(cl)P(al) b1|a1, Cl) = 0.7-0.1-04
P(Cl)P(ag) bl|a2, 1) = 0.7-0.9-0.8
P(CQ)P(CLl) b1|a1, 2) = 03-0.1-0.3
P(CQ)P(G ) (bl|a2, CQ) = 0.3-0.9-0.5
kE+1+m+n=0.676
s = 0.028/0.676

(s+u)(s+w) = 0.532/0.676 -0.037/0.676
(s+u)(s+w) # s
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0.028
0.504
0.009
0.135

Q

0.041420
0.0431



